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Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. 


XX VII. 
Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 16. Januar 1915. 


I Synthese einiger Terpineole und Terpine. 
(Mitbearbeitet von Hans Berthold.) 


Durch die Untersuchungen über das Verhalten der gewôhnlichen, 
seit lange bekannten Terpineole und Terpine ist die Chemie der 
alicyclischen Verbindungen besonders gefôrdert worden. Daher 
hat ein Studium auch der niederen und hôheren Homologen dieser 
ungesättigten tertiären Alkohole und gesättigten Glycole Interesse, 
zu deren Kenntnis das Folgende einen Beïtrag geben soll. 


1. Synthesen 
ausgehend von J’-Tetrahydro-p-acetyltoluol. 


Das 4: Tetrahydro - p - Acetyltoluol che D—COCH: | 


läBt sich bekanntlich durch Oxydation des B-Terpineols 
CH: 
CH: OH cé 
NET 
leicht gewinnen!). Als Zwischenprodukt tritt dabei das gesättigte 
Oxykoton, CHs- OH >—c0 CHs, auf. Durch Hydratation 


DCE 


1) Annal. 324, 89 (1902); Ber. Chem. Ges. 35, 2151 (1902). 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 1. 1 
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sollte man aus dem ungesättigten Keton das Oxyketon nach dem 
früher von mir ausgebildeten Verfahren') zurückbilden kônnen. 
Das ist auch môglich, die Reaktion verläuft aber langsam und 
unvollständig, wohl deshalb, weïl die Tendenz des Oxyketons bei 
Gegenwart von Säure Wasser abzuspalten sehr groB ist und sich 
das Gleichgewicht wesentlich nach dieser Seite hin einstellt. 

Es bedurfte das Schütteln einiger Gramm 2'-Tetrahydro-p- 
acetyltuol mit 4°/o ger Schwefelsäure während 6—8 Wochen, um 
den grôBten Teil in Lôüsung zu bringen. Dann wurde die Flüssig- 
keit schwach alkalisch gemacht, unangegriffenes Keton durch 
Wasserdampf entfernt und der Rückstand mit Essigester ausgezogen. 
Das nach Entfernung des Essigesters hinterbleibende Produkt 
wurde mit Semicarbazidlôsung versetzt. Es wurde ein Semi- 
carbazon vom Schmelzpunkt 197—198° erhalten. 

0.2098 gr gaben 0.4320 CO: und 0.1704 HO. 


Berechnet für C1o H19 Oo N3 Gefunden 
C 56.29 56.16 
H 8.98 9.09. 


Es lag also das gesuchte Oxyketon vor. 


Dibromid des Tetrahydro-p-acetyltoluol 
Br 


CH 


| 
CB DC CE. 


15 g des ungesättigten Ketons wurden in 90 cem Eisessig ge- 
lôst, unter Abkühlung 17,3 gr Brom eingetragen und die Flüssigkeit 
dann in Eiswasser gegossen. Es fällt ein zum Teil erstarrendes 
ÔI, das von den Krystallen abgeprefit wurde. Schmelzpunkt nach 
dem Umkrystallisieren aus verdünntem Methylalkohol 61°. 


0.2121 g gaben 0.2675 AgBr. 


Berechnet für Co H14 OBre Gefunden 
Br 53.65 53.67. 


Beim Schütteln des Bromids mit wässrigem Kali findet kein 
glatter Austausch von Brom gegen OH statt, vielmehr entstehen 
bromhaltige Produkte. 

Beim Kochen des Dibromids in Eisessiglüsung entsteht zwar 
p-Acetyltoluol, aber in sebr schlechter Ausbeute, da starke Ver- 
barzung eintritt. 

Bei der Reduktion des J'-Tetrahydro-p-acetyltoluols mit nascie- 


1) Annal. 360, 82. (1908). 
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rendem Wasserstoft entsteht das schon früher beschriebene !) niedere 
H 


RNA 
Homologe des Terpineols CH N2COR. Bain Schütteln 
CP ec 
CH 

dieses Alkohols mit verdünnter Schwefelsäure bildet sich das 
| H 
AQU 

Glycol: CHe—LOH Y—C OH, 18 Dioxy-Methyl(1}-aethyl- 

Sn 


(4)-cyclohexan, Schmelzpunkt 94—95°, 
0.2202 gr gaben 0.5499 CO: und 0.2290 H:0. 


Berechnet für Co His O Gefunden 
C 68.29 68.11 
H 1147 11.48. 


Mit Palladiumwasserstoff gelingt es, den ungesättigten Alkohol 


in den gesättigten CH R—: (OH) CH, Oxy(8) -methy1- 


(1)-aethyl-(4)-cyklohexan, überzuführen. Siedepunkt 203—205°, 
dir = 0.9110, nn — 146405. 
Berechnet für Co Hiz OH Grefunden 
M — 42.95 43.01. 
Der Reduktionsprozef verläuft langsam. 


Synthese von «-Terpineol aus Z/'-Tetrahydro-p- 
acetyltoluol (Überführung von B-Terpineol in «-Terpineol). 


CH —— 
Con Neo Vo 7 eco, | 


CH: 


NE NCH: Ne 
B-Terpineol. 
CE 
= VoB D—008. 
enut NDR 


a-Terpineol. 
Aus f-Terpineol gewonnenes Z'-Tetrahydro-p-acetyltoluol (s. 0.) 

wurde in bekannter Weise mit Magnesiumjodmethyl in Umsetzung 
gebracht, die Reaktionsmasse vorsichtig durch Eiswasser zersetzt 
und dann mit einem Dampfstrom behandelt. Das üibergehende OL 
wurde fraktioniert. Die bei 218° üibergehenden Anteile erstarrten 
bei Berührung mit einem «-Terpineolkrystall und lieferten beim 
Schütteln mit verdünnter Schwefelsäure cis-Terpin. Es war 
also bei der Reaktion «&-Terpineol entstanden. 


1) Annal. 324, 93 (1902). 
1* 
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Synthese von Homo-«-Terpineol 


CA el 3 CB 
Ces Te C0 
ares 
CE: CH 


Dies Homo-«Terpineol erhält man bei entsprechender 
Umsetzung von Z'-Tetrahydro-p-acetyltoluol mit Magnesiumjod- 
aethyl. Die Verbindung zeigt folgende Eigenschaften: 

Siedepunkt: 235—237°, do — 0.938390, np — 1.4850. 
Berechnet für C1 Ho OH F Gefunden 
M = 51.76 51.28. 
1) 0.2337 gr gaben 0.6682 CO: und 0.2534 H20. 
2) 0.2017 gr gaben 0.5764 CO: und 0.2184 H2 0. 


Berechnet für C11 H19 OH Gefunden 
C 78.50: 77.97 717.94 
H 11.99 LONS ELA 


Das durch Bromierung in Eisessiglôsung dargestellte Dibro- 
mid C11 His Bro OH ist ülig. Mit Natriummethylatlôsung erwärmt !) 
liefert es ein homologes Pinol, das aber (analog wie Pinol in 
Cymol) sehr leicht in das hôhere homologe Cymol (p-Methylbutyl- 

PA 
benzol) DH EUR ne (s. unten) übergeht und daher 
Ce 
Co Hs 


nicht ganz rein herstellbar war, dessen Anwesenheït aber durch 
Bildung einer Ferricyanwasserstoffverbindung sichergestellt wurde. 
Bei der Behandlung mit Permanganat erhält man aus dem 
Homo-«-Terpineol ein Glycerol Ci1H19(0H):, das eine zähe 
Flüssigkeit vorstellt und schwer zu reïnigen war. Siedepunkt 
140—150° unter 57. 
0.2259 gr gaben 0.5460 CO: und 0.1905 H2 0. 


Berechnet für Ci11 Hs Os Grefunden 
C 65.29 65.92 
H, 10.97 9.44. 
CH: 
none 
Homologes 18-Terpin CH: LoË COH 
rs NCH: CHs 


Die durch Schütteln mit verdünnter Schwefelsäure aus dem 
Terpineol gewonnene Verbindung krystallisiert aus Wasser 
wasserfrei und schmilzt bei 65—672. 


1) Vergl. Annal. 277, 113 (1893). 
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0.2172 gr gaben 0.5645 CO: und 0.2308 H2 0. 


Berechnet für C11 H22 O» Gefunden 
C 70.90 70.88 
H 11.91 11.89. 
Las CH: 
Homologes Menthanol CH 22 2 CUEE 
7. NOHCE 


Die Verbindung wurde durch Reduktion des ungesättigten 
Alkohols mit Palladiumwasserstoff dargestellt. 

Siedepunkt 106—108° unter 15", 223-225 unter 760. 
dis — 0.9115, nn — 1.4688. 


Berechnet für C11 H21 OH Gefunden 

M — 52.15 . 51.88. 

0.2208 gr gaben 0.6307 CO2 und 0.2594 H: 0. 
Berechnet für C11 H220 Gefunden 

C 77.56 77.90 

H 13.03 13.19- 


Das Phenylurethan wurde nach dem Umkrystallisieren 
aus Methylalkohol mit dem unscharfen Schmelzpunkt 115—120° 
erhalten, war wohl also ein Gemenge. 


2. Synthesen ausgehend von Nopinon. 
Schon bei anderer Gelegenheït !) ist mitgeteilt, da man vom 
Nopinon durch Methylnopinol hindurch zu a-Terpineol gelangen 
kann und analog zu homologem «-Terpineol, gemäf dem Vorgang ?): 


CH 
ur HO tés js 
OS CH CHNÇS> CH: CH > 
NT: DATE (HITS CH 


Der letztere Alkohol enthält die Aethylgruppe in 1 und ist'isomer 
mit dem vorstehend beschriebenen, bei dem Aethyl in der Seiten- 
kette steht. 

Von dem aus Aethylnopinol erhaltenen Terpineol war bisher 
nur der Siedepunkt 226—227° bestimmt. Jetzt wurde auch er- 
mittelt dis — 0.943, np — 14841. Schmelzpunkt des Phenyl- 
urethans 92—940. 

Ferner wurde daraus das zugehôrige Terpin 


1) Annal. 360, 88 (1908). 
2) Annal. 360, 91 (1908). 


6 0. Wallach, 


CH: 
FLE 74 
CH: CH: 4 OH 1,8 Dioxy-aethyl-(1)-isopropyl-(4)-cy- 
CH: 


clohexan gewonnen. Dies Glycol entsteht in geringer Menge als 
Nebenprodukt bei der Darstellung des Terpineols, reichlicher durch 
Schütteln des ungesättigten Alkohols mit 5°/oger Schwefelsäure. 
Die Hydratation erfolgt langsam, es ist 4—5 tägiges Schütteln 
nôtig. Das Terpin krystallisiert mit Wasser und schmilzt bei 
75—76% Viel bequemer kommt man zu demselben Glycol auf 
dem früher angegebenen Wege‘), nämlich durch direkte Hydra- 
tation von Aethylnopinol. 


I. Darstellung homologer Benzolkohlenwasserstoffe 
aus «-Terpineolen (Menthenolen). 
(Mitbearbeitet von Hans Berthold.) 


Als ein sehr bequemes Verfahren zum Abbau ungesättigter 
hexacyclischer Ring-Verbindungen zu Benzolkohlenwasser- 
stoffen hat es sich erwiesen, die einfach ungesättigten Alkohole 
(die Terpineole) in Eisessig-Lôsung mit 1 Mol. Brom zu versetzen, 
die Lüsung bis zum Aufhôren der gewôbnlich sehr schnell ein- 
setzenden Bromwasserstoffentwicklung zu kochen und den ent- 
standenen Kohlenwasserstoff dann mit Dampf überzutreiben. Nach 
der Neutralisation des Destillats kann man nôtiger Weïise den 
abgehobenen Kohlenwasserstoff zur Entfernung ungesättigter An- 
teile mit verdiinntem Permanganat schütteln. Schlieflich wird er durch 
Destillation über Natrium bei gewühnlichem Druck gereimigt. 

Man kann auf diesem Wege zu Benzolhomologen gelangen, die 
sonst nicht leicht zu synthetisieren sind. 

Zum ersten Mal ist diese Reaktion von mir mit Adolf Hall- 
stein?) am gewôhnlichen o-Terpineol durchgeführt, dann auf 
Sylveterpineol*) und von Hans Berthold*) auf die vorstehend 
beschriebenen Terpineole übertragen. 


1) Cymol aus «-Terpineoldibromid. 
40 gr a-Terpineol wurden in 100 cem Eisessig gelôst, unter 
Eiskühlung langsam 1 Mol. Brom eingetragen und dann unter 


1) Annal. 357, 60 (1907). 

2) Dessen Inaug.-Dissertation, Gôttingen 1913, 8. 
3) Annal. 399, 166 (1913). 

4) Dessen Inaug.-Dissertation, Gôttingen 1914. 
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Rückflufkühlung zum Sieden erhitzt. Die Flüssigkeit färbt sich 
bald dunkelrot und nach ‘4 Stunde beginnt lebhaft BrH zu ent- 
weichen. Man kocht noch etwa 5 Stunden und verarbeitet das 
Produkt dann, wie oben angegeben. 

Ausbeute an Cymol 86 °/ der Theorie. Beobachtete Konstanten 
für den Kohlenwasserstofr : 

Siedepunkt 174—175°, do — 0.8575, np — 1.4909. 


2) Meta-Cymol aus Sylveterpineol. 
Der Verlauf der Reaktion ist 1. c. beschrieben. 


3) 14-Methyl-aethylbenzol aus 7'-Methyl-(1)}-oxy-(7)-aethyl- 
(4)-cyclohexen x 


AS PANNES 
CH: Fute CH(OH)CH3 — CH: Ca CE CH. 


Der durch Kochen des Bromadditionsprodukts aus dem Alkohol 
erhaltene Kohlenwasserstoff hatte folgende Eigenschaften: 
Siedepunkt 161—162, des — 0.862, nn — 1.4918. 
Berechnet für Co Hi F3 Grefunden 
M — 40.24 40.87. 


Jannasch und Dieckmann') geben als Siedepunkt des 
Aethyltoluols 161—162° an, ebenso H. Schiff?). 


4) 1,4-Methyl-isobutyl-Benzol aus Homo-«-Terpineol 


pros ti 
CHPARIN ao O2 MLCf 
LR CH CH Toi MINCE CE 


Der Kohlenwasserstoff wurde nicht nur aus dem Dibromid des 
Terpineols direkt, sondern auch aus dem aus dem Dibromid er- 
haltenen Homo-Pinol (s. oben) durch Kochen mit Schwefelsäure 
erhalten und folgende Eigenschaften festgestellt: 

Siedepunkt 196—1970, dis — 0.8640, nn — 1.4917. 


Berechnet für C11 Hie | 3 Grefunden 
M — 49.65 49.67. 
1) 0.2060 gr gaben 0.6716 CO: und 0.1973 H2 0°). 
2) 0.2168 gr gaben 0.7082 CO: und 0.2194 Hz O)‘). 


1) Ber. chem. Ges. 7, 1514 (1874). 
2) Annal. 220, 93 (1883). 

3) Aus dem Terpineol dargestellt, 
4) Aus dem Pinol dargestellt. 
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Berechnet für Ci11 He Gefunden 
1 2 
C 89.11 88.91 89.09 
H 10.89 10.72 11:82, 


5) 1,4-Aethyl-isopropylbenzol aus Homo-«-Terpineol 
(aus Aethylnopinol) 


CHs CH: — SOOHMIES CHOC AN NET 
dure Fire 


Gefunden für den Kohlenwasserstoff, der schwer ganz rein zu 
erhalten war: 

Siedepunkt 197—1980, do — 0.864, nn — 1.4846, M — 49.06. 

P. von der Becke!)}, der den Kohlenwasserstoff nach der 
Friedel-Kraftschen Methode aus Aethylbenzol und Isopropyl- 
bromid aufbaute, gibt den Siedepunkt gleichfalls zu 197—198° an. 


IT Über Methyl (1)-n-propyl (4)-cyclohexenon-3 
und -cyclohexanon-8. 
(Mitbearbeïitet von Louis Augspurger.) 


Im Anschluf andie kürzlich?) mitgeteilten Synthesen cyclischer 
Ketone sollen hier noch einige Versuche beschrieben werden), die 
sich auf Gewinnung von Verbindungen beziehen, die eine Normal- 
Propylgruppe enthalten und die in Bezug auf ihre Geruchseigen- 
schaften mit solchen verglichen werden sollten, in denen Iso- 
propyl vorkommt. 

Es zeigte sich dabei, daB die dem Menthon und dem Menthol 
entsprechenden Verbindungen mit Normal-Propyl ganz anderen 
Geruch besitzen wie jene, daB also die normal- und die iso-Propyl- 
Gruppe die physiologischen Eigenschaften der Kôrper in ver- 
schiedenem Sinne beeinflussen. 

Das Ausgangsmaterial für die folgenden Untersuchungen bildete 
das Z-Methyl (1)-n-propyl(4)-cyklohexen (I. Dieser 
Kohlenwasserstoff kann aus dem schon von Sabatier aus p-Methyl- 


1) Ber. chem. Ges. 23, 3193 (1890). 

2) Annal. 397, 181 (1913). 

3) Die Resultate sind schon in der Anfang 1914 erschienenen Aufl. IT von 
Wallach, Terpene und Campher S. 441, 449, 447, 448 mitgeteilt. 


L. 
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cyklohexanon dargestellten Methyl (1}-n-propyl(4)-cyklohexanol (4) 


durch Erwärmen mit verdünnter Schwefelsäure AR Ar werden : 


CE So — CH y Me A 
hs 


je CH ÿ—CH CH: CE. 


Es sei hier gleich daran erinnert, daBf man den isomeren 
semicyclischen Aethylenkohlenwasserstoff (IT) auf früher von 
mir angegebene Weïise?) aus dem Produkt der Kondensation von 
n-Brombuttersäureester mit p-Methyleyklohexanon darstellen kann: 


IL 


PANIER MR Nue à 
< dr . — CH Me CHCH CH 


losx 
(s. auch weiter unten). 

Der nach der angegebenen Methode bereitete Kohlenwasser- 
stoff I siedete nicht ganz konstant, war also nicht vôllig einheitlich. 
Zur Verarbeitung kam der zwischen 173—176° siedende Anteil. 

Dieser gab leicht ein Nitrosochlorid vom Schmelzunkt 
134—135° und auch ein Nitrosat, Schmelzpunkt 1199 Durch 
Umsetzung dieser Verbindungen mit Piperidin wurde ein bei 150— 
1529 schmelzendes Nitrolpiperidid erhalten. 

Abspaltung von Chlorwasserstoff aus dem Nitrosochlorid führte 
zu einem nicht erstarrenden Oxim, das durch Erwärmen mit 
Schwefelsäure hydrolysiert wurde. Das nach diesen Reaktionen 


NOH DE NOH 
M NN rec CRU NN CHCHCH 
3 Dan EH: CH CB — CE QD ne CH2 CH: — 
pus 


CE _)-R CH: CH 


dargestellte Z*-Methyl (1)-n-propyl (4)-cyklohexenon-3 
* (D) (= 2*-Methyl (1)-n-propyl (4-cyklohexenon-5) siedete unter 
12 mm bei 95—98°, unter gewôhnlichem Druck bei 220—223° unter 
Dunkelfärbung. 


1) Chem. Centralbl. 1906, I. 1096. Man vergleiche ferner Annal. 396, 265 
(1913). 
2) Annal. 360, 65 (1908). 
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Auch das reine Keton ist gelb gefärbt und zeigte 


d2o — 0.922b, nn — 1.4732. 
Berechnet für Cio Hi60 F Grefunden 
M — 45.82 46.24. 


Die erhôhte Molekularrefraktion weist also auf Vorhandensein 
der zum Carbonyl konjugiert stehenden Aethylenbindung hin. 

Das Semicarbazon des ungesättigten Ketons bildet sich 
langsam und schmilzt nach dem Umkrystallisieren aus Methylalkohol 
bei 153—154°. 

0.1641 gr gaben 0.3810 CO2 und 0.1394 H: O. 


Berechnet für C11 Hi19 N3 O Gefunden 
C 63.10 63.81 
H 9.15 9.50. 


Methyl (1)-n-propyl (4)-cyklohexanon-3 
O 


Normal-Menthon) CH ÿ—CE: CH: CB. 


Die Verbindung wurde aus dem ungesättigten Keton (III) 
durch Reduktion in methylalkoholischer Lôsung nach dem Ver- 
fahren von Skita dargestellt, das gewonnene gesättigte Keton 
in das Semicarbazon übergeführt und dieses wieder durch Oxal- 
säure zerlegt. 

Eigenschaften des freien Menthons : 

Siedepunkt 215—217°, dis — 0.8960, nn — 1.411. 

Berechnet für C10o His O Gefunden 
M — 46.22 46.29. 


Das Keton ist ganz farblos und riecht nicht wie Menthon. 
0.1555 gr gaben 0.4455 CO: und 0.1676 HE: O. 


Berechnet für C10 H18 O Gefunden 
C 77.84 TETE 
H 11.77 12.06. 


Der Semicarbazon schmilz bei 149—152°. 
0.1808 gr gaben 0.4145 CO: und 0.1664 Hz O.. 


Berechnet für C11 Hoi N3 O Gefunden 
C 62.50 62.69 
H 10.02 10.32. 


Das Oxim bildet sich sehr Jeicht und schmilzt bei 87—88°. 
Die Oxydation des isomeren Menthons mit wässerigen Lôsungen 


Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium zu Gôttingen. XXVIIL 11 


von Chromsäure bei Gegenwart von etwas Schwefelsäure verlief 
nur langsam. Es entstand dabeï eine Ketosäure, deren bei 156— 
158° schmelzendes Semicarbazon zur Analyse kam. 


0.1719 gr gaben 0.3440 CO2 und 0.1406 EH O. 


Berechnet für C11 Ha Os Na Gefunden 
C 54.27 54.57 
H 8.70 9.14. 


Die Bildung der Ketosäure mit gleichem Kohlenstoffgehalt 
zeigt an, daf sich der Sauerstoff des Ketons in der Tat im Kohlen- 
stoffring und nicht in der Seitenkette befindet. Zu einem extra- 
cyklischen Keton würde man aber gelangen müssen, wenn dem 
Ausgangskohlenwasserstoff nicht Formel I sondern IT (s. oben) zu- 
käme. Die Reaktionsfolge wäre dann: 


IT 
2 MP 
D D CHOC CH ON NA 


= — 
SR NN GC (NOR) CH CH: 
IV \ 
MEANS k RATE vs 
— CH )—CO CH: CHs —> CH )—CO CH CH. 


Sie ist zwar früher schon in Gemeinschaft mit Herrn Mahon 
Rentschler von mir durchgeführt ". Der Ausgangskohlenwasser- 
stof mit semicyclischer Bindung (11) war damals aber aus der 
Oxysäure 


CE 
CHE LO 
N//NCHCEH CH (VD 
COH 


(bezw. dem Ester der Säure) durch Wasserabspaltung mittelst 
Bisulfat gewonnen und erhielt noch reichliche Mengen von isomeren 
Beimengungen. Später ist dann gefunden, dafi bei Anwendung 
von Essigsäureanhydrid viel einheitlichere Produkte entstehen ?). 
Dabher sind die früheren Versuche unter Mitwirkung von Herrn 
Dr. Danziger noch einmal wiederholt. Ohne auf die Einzel- 
heïten der Versuchsanordnungen, die genügend häufig beschrieben 
sind, noch einmal einzugehen, sollen hier nur die erhaltenen Re- 
sultate kurz wiedergegeben werden. 

Für das auf Grund der neueren Erfahrungen bereitete 1,4- 


1) Annal. 360, 64 (1908). 
2) ebend. 365, 256 (1909). 
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fie 


Methylcyklohexenpropan (II) wurden folgende Eigenschaften ge- 


funden : 


Siedepunkt 173—174°, do — 0.8110, np — 1.4571. 
Gefunden 


Berechnet für Cio His F 
M — 45.64 


46.41. 


Nitrosochlorid Schmelzpunkt 138—140°, Nitrolpiperi- 


did 


105—106. 
stimmt) 230—231°. 


Schmelzpunkt 148—149°, 


Oxim Cio Hie NOH (aus dem Ni- 
trosochlorid erhältlich) des ungesättigten Ketons 
Siedepunkt des Ketons C10 Hi6O daraus (früher be- 

Durch Reduktion (nach Skita) gewonnenes : 


Schmelzpunkt 


gesättigtes extracyclisches Keton C:o His O (V): 


Siedepunkt 210—211°, dis — 0.9090, nn — 1.4541. 
Gefunden : 


Berechnet für C1o His O. 
M — 46.22 


45.89. 


Semicarbazon Schmelzpunkt 182—183°. O xim Ci1o His NOH, 
Schmelzpankt 95—96°, bildet sich leicht. Ein Vergleich der aus 
den Kohlenwasserstoffen I und II durch die Nitrosochloride hin- 
durch dargestellten Ketone CioHi6 O und C0 H18O zeigt deren 
vollkommene Verschiedenheit, wie aus der folgenden Tabelle er- 
sichtlich ist. 


Bemerkenswert ist, daB, ganz entsprechend der früher festge- 
stellten Regel') die Dichte des gesättigten extrazyclischen Ketons 


hôher ist als die des cyklischen. 


1) Annal. 331, 330 (1904). 


0 D 1 
Co His O CH )—CHe CH CHs CH >—c0 CE CH | 
Siodepankt 220— 2930 230—231° 
Oxim flüssig Smp. 105—106° 
20 Li 
Co CH >—CH: CHe CE | CHs—< C0 CH: CHs 
Sisdepunkt 215—2160 210-211 
4 0.8960 0.9090 
S 14511 14541 
Oxim Smp. 87—88° 95—96° 
Semicarbazon Smp. | 149—152° | 182—183° 
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Wenn es durch die mitgeteilten Versuche auch genügend klar 
geworden war, daf den beschriebenen Ketonen die angenommene 
Konstitution zukommt, so war es doch immerhin wünschenswert, 
noch einen weiteren Beweis dafür in Händen zu haben, da in der 
als Normal-Menthon angesprochenen Verbindung das Carbonyl 
tatsächlich im Ring und an der Stelle steht, die ihm zugeschrieben 
wurde. Dieser Beweis wurde auf folgendem Wege beigebracht, 
der hier anhangsweise ganz kurz besprochen sei. 

Kôtz und seine Schüler !) haben an mehreren Beispielen ge- 
zeigt, daB man die aus Cyklohexanonen nach dem Wislicenus- 
schen Verfahren herstellbaren Oxalsäure-, bezw. Carbonsäure-Ester 
leicht alkylieren und dann durch Kohlensäureabspaltung zu alky- 
lierten Cyklohexanonen gelangen kann. 

Würde man also 1.3 Methyleyklohexanon-oxalester propylieren 
und dann das Säureradikal abspalten, so käme man auch zum n- 
Menthon: 


0 (® 
CE ve CH: >—COCOOR > 
0 a 0 
FER CsH . LA 
SN CH do maCl: 2 OH 2 Ce 
NX NC0 CO0R D 


Leider vollzieht sich die Umsetzung des Esters unter den bekannten 
Bedingungen mit n-Propyljodid aber schon schwierig, während sie 
mit Jodmethyl gut verläuft. Nun fand ich aber schon früher, 
gelegentlich einer mit M. F. Bengen ausgeführten Untersuchung ?), 
daB — entsprechend vorher schon von Wedekind gemachten 
Beobachtungen *) — dem Jodmethyl bei der Alkylierung das J'od- 
allyl sich am ähnlichsten verhält. 

Isothujylamin z. B. reagiert mit Jodmethyl lebhaft, mit Jod- 
aethyl bei gewôhnlicher Temperatur kaum mehr, mit Jodallyl 
wieder leicht. 

Also war damit zu rechnen, daf Jodallyl mit dem betreffenden : 
Oxalestern viel glatter reagieren würde wie Jodpropyl. Durch 
Reduktion einer Allylverbindung nach. einem der neuen katalyti- 
schen Verfahren muf man wieder leicht zu Normal-Propylver- 
bindungen gelangen kônnen. 


1) S. Kôütz und Blendermann, Ber. chem. Ges. 45, 3704 (1912); Kôtz und 
Hesse, diese Annal. 342, 306 (1905). 

2) S. dessen Inaug.-Dissertation, Gôttingen 1902, 67. 

3) Annal. 318, 93 (1901). 
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Diese Voraussicht hat der Versuch auch als vüllig zutreffend 
bestätigt, wie nach verschiedenen Richtungen erprobt wurde. 

Für unseren Fall, in dem das 1,3-Methyleyklohexanon in Be- 
tracht kam, war zu beachten, daf man zu verschiedenen Ketonen 
gelangen muf, je nachdem man vom aktiven oder inaktiven 
1,8-Methylcyklohexanon ausgeht, denn in dem einen Fall wird man 
auch entsprechend zum aktiven, im anderen zum inaktiven Normal- 
Menthon gelangen müssen. Das oben beschriebene Menthon ist 
nun inaktiv, da die Synthese vom 1,4-Methylcyklohexanon ihren 
Ausgangspunkt nahm, also mufte auch für die beabsichtigte neue 
Umformung das inaktive 1,3-Methylhexanon herangezogen 
werden‘), das ja aus m-Kresol leicht herstellbar ist. 

Das auf dem erürterten Wege erhaltene i-Methyl (1}-al1y1- 
(4)-cyklohexanon-3, Co H16O besitzt einen durchdringenden 
an Isonitril ermnernden Geruch. Sein Oxim wird leicht fest und 
schmolz bei 99—100° (unscharf), das Semicarbazon bei 1250— 
1289, auch nicht scharf. 

Das aus der Allylverbindung ?) bei der Reduktion nach Skita 
entstehende gesättigte Keton Cio His O zeigte folgende Eigen- 
schaften: Siedepunkt 212—216°, Oxim Schmelzpunkt 87—88, S e- 
micarbazon Schmelzpunkt 150—151° und erwies sich also vôllig 
identisch mit dem auf dem anderen oben beschriebenen Wege vorher 
erhaltenen Normal-Menthon. 

Es hat weiter noch Interesse, die Verbindungen mit Normal- 
Propyl, denen mit Iso-Propyl gegenüber zu stellen: 


O O0 
< CH: — 
ASE KE TO TANT a 
CE » CH CH )—CHe Ce Ce 
Siedepunkt CI ET el 220—2230 
d 0.9170 0.9225 
np 14729 1.4732 
O O 
EX CH: —< 
MNT LE CCC 
CRU NO RU 2: 2 CH: CHs 
Menthon /  n-Menthon 
Siedepunkt 2080 215—216° 
d 0.8940 0.8960 
ap 1.4496 14511 


1) Unabhängig davon haben Kôtz und NuBbaum bald darauf zu der 
entsprechenden Synthese aktives Methylcyklohexanon benutzt. 
2) Es sei bei der Gelegenheit darauf hingewiesen, daB neuerdings eine Reihe 
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Wie zu erwarten war, zeigen also die Verbindungen mit Nor- 
mal-Propyl einen um etwa 8° hôheren Siedepunkt und etwas 
grôBere Dichte als die mit Iso-Propyl. 


IV. Zur Ueberführung der Thujaketosäuren in Tanaceto- 
phoron und über 1.8-Isopropylcyklopentanon. 
(Mitbearbeïitet von Hans Worlitzer). 


Vor einiger Zeit ist mitgeteilt')}, da die aus Thujon (Tan- 
aceton) glatt erhältliche Tanacetondicarbonsäure in Form üihres 
Esters besonders leicht Ringschluf erleidet und zwar unter Bil- 
dung von Isopropyleyklopentanoncarbonsäureester, der bei der 
Verseifung unter Kohlensäureabspaltung in Tanacetophoron über- 
geht: 


TECH CH CH CO CH: 
1e er NOR H2 « | 
NESCREDE TS C—CH: COH — 
| 
CH (CH) CH(CH:): 
Thujon a-Thujaketosäure 
/% CO OH CE COO C: Hs 
H2 me | H2 KG 
— C—CHCOOH — C=CHCO0OCG EH — 
| | 
CH (CH) CH (CH) 
a-Tanacetondicarbonsäure B-Tanacetondicarbonester 
CH CO CH: CO 
HO li) mo | 
SN NE COCO Cr EE ES C— CH 
LE | 
CH (CH) CH(CBB)2 
Tanacetophoron. 


Es hat sich nun gezeigt, daf sich die Überführung von #- 
oder B-Thujaketosäure in Tanacetophoron noch auf einem an- 
deren Wege erreichen läft. Esterifiziert man nämlich «- oder B- 
Thujaketosäure, indem man deren alkoholische Lüsung mit Salz- 
säuregas sättigt, so entsteht ein Hydrochlorester, der durch Na- 
triumalkoholat direkt in Tanacetophoron verwandelt werden kann. 


cyklischer Allylketone von Conrubert nach dem Verfahren von Haller (unter 
Anwendung von Natriumamid) hergestellt wurden. (Chem. Centralbl. 1914, II. 
478, 709). 

1) Annal. 388, 49 (1912). 
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Der Vorgang wird durch folgende Formelbilder deutlich: 
CH CO CE: CH: CO CH: 
EC ua 


| 2 
NGC COR NCCICH:CO0R — 
| 
CH(CHs} CH (CH:} 
Ce CO 
H2 ie | +CHCOœR 
4e C:CH 
| 
CH (CH) 


Bei der experimentellen Durchführung der Reaktion wurde 
folgendermaBen verfahren. 

20g a-Thujaketosäure wurden in 30 cem Methylalkohol ge- 
lôst und unter Kühlung mit Kältemischung trockenes Salzsäuregas 
bis zur Sättigung eingeleitet. Nach 24 stündigem Stehen wurde 
die überschüssige Salzsäure und Methylalkohol im Vakuum abgesaugt 
und der im Rückstand bleibende gechlorte Ester direkt verarbeïtet. 
Denn es gelingt kaum, durch fraktionierte Destillation des Esters, 
der unter 14—15"" zwischen 149—159° übergeht, ein ganz reines 
Präparat herauszuarbeiten, da er beim Destillieren teilweis Chlor- 
wasserstoff abspaltet. 

Der aus 20gr Ketosäure erhaltene rohe gechlorte Ester wird 
mit Natriummethylat-Lôsung:(5 gr Natrium in etwa d5cem Me- 
thylalkohol) vermischt und die sich intensiv gelb färbende Flüssig- 
keit kurze Zeit auf freier Flamme erwärmt. Die ganze Masse 
erstarrt zu einem gelblichen Krystallbrei. Dieser wurde mit 150 
bis 200 ccm Wasser etwa 2 Stunden zum Sieden erhitzt, das ent- 
standene Keton abgeblasen und zu dem Destillat Semicarbazid- 
acetat gefügt. Nach ungefähr 12stündigem Stehen hat sich mit 
einer Ausbeute von etwa 50,//o (berechnet auf die angewandte 
Menge Ketosäure) das Tanacetophoronsemicarbazon vom 
Schmelzpunkt 187—188° abgeschieden. 

Statt mit alkoholischem Alkali kann man den gechlorten Ester 
auch mit wäBrigem Alkali zerlegen. In diesem Fall nimmt man 
auf 20 gr rohen gechlorten Ester eine Auflôsung von 6,5—7gr 
Âtzkali in B5cem Wasser, kocht 2—3 Stunden am RückfluBkühler 
und destilliert dann das entstandene Tanacetophoron ab. 

In einem besonderen Versuch wurde nachgewiesen, daf im 
Rückstand sich essigsaures Alkali befindet, daB die Spaltung des 
gechlorten Esters also in dem Sinne verläuft, wie die obige For- 
mulierung es wiedergibt. 
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4*5%-Methyl-1-isopropyl-3-cyklopentadien. 


CH—C—CH: 
OCR 4 
AVE M 
CH (CH. 


Wenn man Tanacetophoron (— Isopropyleyklopentenon) mit 
Magnesiumjodmethyl in Umsetzung bringt, so erhält man statt des 
primär entstehenden tertiären Alkohols überwiegend den aus dem 
Alkohol durch Wasserabspaltung zu erwartenden zweifach unge- 
sättigtem Kohlenwasserstoff Co His. 

Der beim Stehen an der Luft sehr veränderliche Kohlenwasser- 
. Stoff ist gelb gefärbt. 


Siedepunkt 166—1670, dus — 0.845, nn — 1.4918. 


Berechnet für Co Hu FF? Grefunden 

M — 40.64 41.84. 
0.1802 gr gaben 0.5828 CO: und 0.1879 H: 0. 
Berechnet für Co Hi Gefunden 

C 88.45 88.21 

H 11.55 11.66. 


Das Vorhandensein einer konjugierten Doppelbindung macht 
sich in den Eigenschaften des Kohlenwasserstoffs also deutlich be- 
merkbar. 


Dicyklo-isopropylpenten-isopropylpentanon Cie Hs O. 


Durch Reduktion der Tanacetophorons mit Palladiumwasser- 
stoff gelangt man leicht zum gesättigten 1.3-Isopropyleyklopen- 
tanon ‘). 

Bei verschiedenen Umsetzungen, die mit diesem Keton durch- 
zuführen versucht wurden, stellte sich seine gro$e Empfindlichkeit 
gegen Alkali und namentlich gegen alkoholisches Alkali heraus. 
Das beruht auf der auBerordentlichen Neïgung des Ketons zur 
Selbstkondensation. Dem Produkt dieser Selbstkondensation be- 
gegnet man daher bei vielen für andere Zwecke eingeleiteten Re- 
aktionen. 

Ziwecks Herstellung dieses Kondensationsproduktes kann man 
folgendermafen verfahren. 

5 gr 1,8-Isopropyleyklopentanon werden mit einer Auflüsung 
von 0,4gr Natrium in 10cem Alkohol tropfenweis versetzt, nach- 


1) Annal. 381, 84 (1911); 388, 59 (1912). 
Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 1. 2 
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dem die Flüssigkeiten vorher auf niedere Temperatur abgekühlt 
waren. Man überläft die Masse dann in gut verschlossenem Ge- 
fä8 noch 2 Tage im Eisschrank sich selbst. Nach dieser Zeit hat 
sich der grôfite Teil des Kondensationsprodukts in Form farbloser 
Krystalle ausgeschieden, die man auf Glaswolle abfiltriert, mit 
etwas eiskaltem Alkohol und dann mit Eiswasser auswäscht, ab- 
preBt und schliefilich aus Methylalkohol umkrystallisiert. Die Ver- 
bindung schmilzt bei 77— 78, 


0.1480 gr gaben 0.4434 CO2 und 0.1490 H: O. 


Berechnet für Cie Hze O Grefunden 
C 81.98 81.71 
H 11.19 11.26. 


Das Oxim des bicyclischen ungesättigten Ketons zeigte keinen ‘ 
guten Schmelzpunkt. Es beginnt sich schon bei etwa 125° zu 
zersetzen und ist erst bei 149° klar geschmolzen. 


0.1012 gr gaben 0.2859 CO: und 0.1017 H:0. 


Berechnet für C16 H26 NOH Gefunden 
C 77.04 77.05 
H 10.92 11.24. 


Das Semicarbazon schmolz nach dem Umkrystallisieren 
aus verdünntem Methylalkohol bei 192,5°. 


0.1512 gr gaben 0.3860 CO: und 0.1355 H20. 


Berechnet für C17 H29 N3 O Gefunden 
C 70.04 69.63 
H 10.03 10.02. 


, Bicyklo-isopropylpentyl-isopropylpentanon 
——— :0 
Lo Ha 
mc 


GE GE | 
Die Verbindung wurde aus dem ungesättigten Keton durch 
Reduktion mit Palladiumwasserstoff in methylalkoholischer Lüsung 
hergestellt. Sie ist farblos und geruchlos, siedet bei 157—165° 
unter 11" und erstarrt in einer Kältemischung zu Krystallen. 


0.2064 gr gaben 0.6163 CO: und 0.2228 H: 0. 
Berechnet für Cie Hs O Gefunden 

C 81.28 81.43 

H 11.94 12.08. 
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Das Oxim des gesättigten Ketons bildete sich leicht, schmolz 
bei 136°, zeigte aber schon von 120° an Zersetzungserscheinungen. 


0.1150 gr gaben 0.3221 CO: und 0.1222 EH: O. 


Berechnet für C1e H2s NOH Gefunden 
C 76.42 76.39 
H 11.63 11.89. 


Bicyklo-isopropylpentyl-isopropylpentanol 
Ci6 Hz OH 
wurde sowohl durch Reduktion des gesättigten als auch des un- 
gesättigten Ketons in alkalischer Lôsung mit Natrium dargestellt. 
Siedepunkt 160—164° unter 11", erstarrt in der Kälte. 


1) 0.1712 gr gaben 0.5067 CO2 und 0.1927 H20 
2) 0.1858 gr gaben 0.5475 CO: und 0.2109 H20 


Berechnet für C1 H30 O Gefunden 
di 2 

C 830.59 80.27 80.36 

H 12.69 12.59 12.70, 


Das Phenylurethan des Alkohols schmilzt bei 106—109°. 
0.1258 gr gaben 0.3560 CO: und 0.1113 H20. 


Berechnet für C25 H35 Oo N Gefunden 
C 77.25 77.18 
H 9.87 9.90. 


Einwirkung von Diazobenzolchlorid auf Isopropyl- 
cyklopentanoncarbonsäureester. 


Wenn man gemäf früherer Angabe!) das Natriumsalz des 
Tanacetophoroncarbonsäureesters reduziert und auf die in einer 
Kältemischung gut abgekühlte Lôsung der entstandenen Natrium- 
verbindung des Isopropylcyklopentanoncarbonsäureesters 1 Mol. Dia- 
zobenzolchloridlüsung einwirken läft, so entsteht eine klare, gelb- 
gefärbte Lôsung, aus der auf Zusatz von Natriumacetat ein festes, 
anfangs hellgelbes, später sich dunkler färbendes Produkt ausfällt. 
Die Verbindung stellt, wie nach den Arbeiten von Dieckmann ?) 
zu erwarten war, das Hydrazon 


1) Annal. 388, 56 (1912). 
2) ebenda 317, 63. 
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H2 Enr 
BC /C:N.NH Ce H5 
CH 
| 
C3 Hz 


vor. 
Aus Essigester krystallisiert die Verbindung in gelben, me- 
tallisch glänzenden Kryställchen vom Schmelzpunkt 233°. 


0.1607 gr gaben 0.4287 CO: und 0.1143 H: 0. 


Berechnet für C14 His No O Gefunden 
C 72.99 72.76 
H 7.88 7.96. 


Beim Auskrystallisieren aus heifem Eisessig erhält man da- 
gegen tief rote Krystalle von etwas niedrigerem Schmelzpunkt, 
aber derselben Zusammensetzung : 


0.1676 gr gaben 0.4469 CO: und 0.1197 H2 0 
— 72,72°/0C und 7,99 H. 

Vermutlich wird die rote Farbe nur durch Spuren eines in- 
folge eingetretener Zersetzung anhaftenden roten Farbstoffs be- 
dingt. 

138-Isopropylecyklopentenessigsäure 
H2 + Ati CO: H 


k He 
En eNS CB 
CH 


CH (CH:)2 | 

Bei der Umsetzung von 1,3-Isopropylcyklopentanon mit Brom- 
essigester und Zink in Benzollôsung entsteht neben dem zu er- 
wartenden Oxyester in reichlicher Menge das oben beschriebene 
Selbstkondensationsprodukt C16 H:6 O des Isopropylcyklopentanons. 
Die in bekannter Weise isolierte, daneben entstehende Oxysäure 
wurde nur als gefärbtes Ôl erhalten. Das Silbersalz kam zur 
Analyse. / | 

0.1563gr gaben 0.2357 CO: und 0.0803 H: O 

0.1512 gr gaben 0.056552 Ag 


Berechnet für Ci1o Hi7 Os Ag Grefunden 
C 40.95 4113 — 
H 5.84 5.75 — 


Ag 36.83 — 86.51. 
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Bei mehrstündigem Kochen der Oxysäure mit der doppelten 
Menge Essigsäureanhydrid und Destillation des entstandenen Pro- 
dukts mit Wasserdampf wurde eine feste, in Wasser fast unlôs- 
liche Säure erhalten. Schmelzpunkt nach dem Umkrystallisieren 
aus Methylalkohol 107—108°. 


0.1590 gr gaben 0.4145 CO2 und 0.1348 EH O. 


Berechnet für C1o H1ie O2 Grefunden 
C 71.36 71.10 
EH 9.59 9.48. 


Nach Analogie') darf man der Säure die obige Formel mit 
semicyklischer Bindung zuschreiben. 


V. Ueber Dihydrofencholenalkohol. 
(Mitbearbeïitet von Friedrich Pohle.) 


Wenn man «-Fenchonitril (I) in alkoholischer Lôsung mit Na- 
trium reduziert, so entsteht Fencholenamin (II) neben dem 
durch Hydratation sich bildenden Hydroxyfencholenamin 
(ID?) Die Entstehung der Oxybase kann man übrigens, wie sich 
gezeigt hat, vollständig vermeiden, wenn man bei der Reduktion 
das Wasser vüllig ausschlieft, also mit gut entwässertem Alkohol 
arbeitet. 


CH CH CE: 
À I à IT on III 
4 | 
CE | | CE: PA à 
mn: L_ 1 CCR NH pa CE 
Nh CE, bals : <e NH 


Wie auch früher schon mitgeteilt worden ist), erhält man bei 
Umsetzung der ungesättigten Base (II) mit salpetriger Säure 
(neben Kohlenwasserstoff) nicht den zu erwartenden primären un- 
gesättigten Alkohol Cio H1z OH, sondern einen tertiären. Es 
findet also während der Reaktion die in ähnlichen Fällen auch 
sonst beobachtete Atomverschiebung statt. Für den tertiären Al- 
kohol, der unter 12mm bei 90-—93° siedet, wird man wohl die 
Formel 


1) Wallach, Terpene und Campher, Auf. II S. 160. 
2) Diese Annal. 263, 138 (1891); 269, 369 (1891). 
3) Diese Annal. 269, 375 1891\ 
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es 
à 
| CH CHs 
NCEs 


anzunehmen haben, obgleich ein Konstitutionsbeweïis noch aussteht. 

Wird dieser Alkohol unter Zusatz von reinem Aceton nach 
Paal reduziert, so wird langsam Wasserstoff aufgenommen und 
man erhält den gesättigten Alkohol, der durch Behandlung 
mit 1°/ger Permanganatlôsung von ungesättigten Anteilen be- 
freit wird. 

Der so gewonnene Dihydrofencholenalkoho1l, Cio His OH 
siedete unter 17"" Druck bei 95—96°, unter gewühnlichem Druck 
bei 204—207° und zeigte: 

dis — 0.898, no — 14571. 

Berechnet für C1o Ho O Gefunden 
M — 47.55 47.32.23 

Der Alkohol ist sehr leicht mit Wasserdampf flüchtig und im 
Gegensatz zu dem gelb gefärbten ungesättigten Alkohol farblos. 
Er besitzt einen angenehmen Geruch. 


0.1615 gr gaben 0.4553 CO>2 und 0.1851 H: O. 


Berechnet für C10 Ho O Gefunden! 
C 76.91 76.89 
H 12.83 12.88. 


Gregen Chromsäure verhält sich der Alkohol beständig, beim 
Erhitzen mit Chlorzink auf 185°—195° während 20 Minuten spaltet 
er Wasser ab und liefert einen Kohlenwasserstoff C1o His , 


Siedepunkt 165—167, do — 0.8035, nn — 1.4479. 


Berechnet für C10o His F Gefunden 
M — 45.63 45.97. 
01295 gr gaben 0.4125 CO: und 0.1542 HO. 
Berechnet für Cio His Gefunden 
C 86.87 86.87 
H 13.18 13.32. 


Ein festes Nitrosochlorid wurde aus der Verbindung nicht 
erhalten. 
Dioxyfencholan C10 His (OH). 


Bei der Reduktion von «-Fenchonitril mit Natrium entsteht 
neben Fencholenamin auch Fencholenaminhydrat 
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C5 Hie (OH) CH NE, 
dem man die Strukturformel 
CB: 


À2E 


Ar RS 
L_|_c/H NH 
NCE 


zuerteilen darf (s. o.). 

Der Siedepunkt der Oxybase wurde unter 15"" bei 134°, unter 
1—2®= bei 112—113° gefunden. Sie bildet eine zähe Flüssigkeit, 
die nicht zum Erstarren gebracht werden konnte. 

Die Verbindung wurde in Eisessiglüsung bei 0° mit Natrium- 
nitrit vermischt und die Masse dann einige Stunden bei Zimmer- 
temperatur sich selbst überlassen. Es schied sich ein grüngefärbtes 
Ôl ab, das Fencholenalkohol enthielt und das mit Âther aufgenommen 
wurde. Nach Entfernung des Âthers wurde zur Zerstôrung von 
Nitrit das Produkt mit Natronlauge digeriert und der vorhandene 
einwertige Alkohol durch Dampfdestillation entfernt. In der 
rückständigen Flüssigkeit war etwas Glycol enthalten, das durch 
Auschloroformieren gewonnen wurde. Eine etwas reichlichere Menge 
von diesem konnte aus der ursprünglichen Umsetzungsflüssigkeiït 
nach Ausäthern des Fencholenalkohols durch mehrfaches Ausziehen 
mit Chloroform erhalten werden. Die geringe nach Entfernung 
des Chloroforms hinterbleibende, braun gefärbte Masse erstarrte 
mach eiïniger Zeit. Nach dem Abpressen und Umkrystallisieren 
aus Benzol-Lisroïn wurden Krystalle erhalten, die sich durch vor- 
sichtige Sublimation vollkommen reïnigen liefen und bei 103—104° 
schmelzende Nädelchen bildeten. 


0.1208 gr gaben 0.3079 CO: und 0.1280 HO. 


Berechnet für C10o Hzo Oz Gefunden 
C 69.76 69.80 
H 11.64 11.91. 


Man hat es also mit eimem Glycol Cio His (OH): zu tun. 


VI Ein Beitrag zum Verhalten der Cyklylmethylamine. 


Da die Cyklylmethylamine (CH:)x>CHCHNH die 
Neiïgung besitzen, bei der Umsetzung mit salpetriger Säure nicht 
nur die zugehôürigen Alkohole zu liefern, sondern unter auffallender 
Atomverschiebungauch Alkohole hüherer Ringsysteme, ist an einigen, 


24 O0. Wallach, 


aber noch nicht sehr zahlreichen Beispielen dargetan worden (s. 
Wallach, Terpene und Campher Aufl. II, $.154#.). Es sind nun 
Versuche in die Wege geleitet, um geeignetes Material zum wei- 
teren Studium dieser Reaktionen zu beschaffen. 

Um zu untersuchen, ob der Eintritt von Umlagerungen bei der 
fraglichen Reaktion das Vorhandensein der unsubstituierten Gruppe 
— CE: NH: zur Voraussetzung hat, oder ob auch bei Vorhandensein 
des Radikals — CHR NH: noch Umlagerung sich bemerklich macht, 
hat Hans Berthold die Base 


RES ds 
GE >—CH(CHs) NH 


untersucht, die man durch Reduktion des bei 58—59° schmelzenden 
Oxims aus Hexahydro-p-acetyltoluol, 


CH D» (:NOH) CH !) 


leicht erhalten kann. 

Die zuerst von Fr. Ritter”) im hiesigen Institut darge- 
stellte Base siedet bei 193—1942. 

Der Harnstoff daraus schmilzt bei 180—181°, der Phenyl- 
harnstoff bei 982, 

Bei der Umsetzung der Base mit salpetriger Säure entsteht 
der zugehôürige sekundäre Alkohol 


ATEN 
CH: À nas? 


nachgewiesen durch Überführung in Hexahydroacetyltoluol), und 


—_CH(CHs) OH 


hôchstens in ganz untergeordneter Weiïse treten andere Reaktionen 


ein, denn es ist nicht gelungen, den Nachweiïs des Entstehens von 
Verbindungen anderer Ringsysteme zu fübren. 

Herr Joh. Leutloff hat, um zu der fraglichen Untersuchung 
geeignete Basen zu erhalten, als Ausgangsmaterial einige der un- 
gesättigten Ringketone gewählt, die man nach Knôüvenagels 
Verfahren aus den Kondensationsprodukten von Aldehyden mit 
Acetessigester darstellen kann. Die in gutem Gang befindliche 
Untersuchung muBte Anfang August v. J. abgebrochen werden. 
Von den angefangenen Versuchsreihen soll eine der schon am besten 
durchgeführten kurz mitgeteilt werden. 

1.5-Dimethylcyklohexenon-3 (1) wurde mit Bromessigester und 
Zänk zur Kondensation gebracht und die nach bekanntem Verfahren 


1) Annal. d. Chem. 881, 91 (1911). 
2) S. dessen Inaug.-Diss. Gôttingen 1911, p. 63. 
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aus dem als Zwischenprodukt anzunehmenden Oxyester (II) ge- 
wonnene ungesättigte Säure nach Skita zu der gesättigten 1,5- 
Dimethyleyklohexanessigsäure-3 (III) reduciert : 


De I VAN 


| | EN | fo CO Ce Hs 
sine 
CH: CH: 
I II 
CH: SC COOH 
> lai] 
A 
CE: 
IIT 


Die ungesättigte 1,8-Dimethylcyklohexenessigsäure 
schmilzt bei 1530. 


0.1557 gr gaben 0.4116 CO: und 0.1176 Hz O. 


Berechnet für C10 H14 Oo Gefunden 
C172:23 72.10 
H 8.50 8.45. 


Die durch Reduktion daraus erhaltene 1.3-Dimethyleyklo- 
hexanessigsäure siedet unter gewôhnlichem Druck bei 256— 
258, unter 16" bei 137—139° und zeigte: 

dso — 0.962, nn — 1.4611. 
0.1400 gr gaben 0.3626 CO2 und 0.1306 HO. 


Berechnet für C10 H1s O> Gefanden 
C 70.60 70.64 
H 10.56 10.44. 


Analysiert wurde ferner das Silbersalz und der Methylester. 
Für diesen wurde gefunden: , 
Siedepunkt: unter 760m" 2309310, unter 14m" 116—1182. 


dis — 0.9215, nn — 1.4476. 


Berechnet für C12 Ho Oo Gefanden 
M — 57,28 57.48 
0.3607 gr gaben 0.9606 CO: und 0.3503 H: O0. 
Berechnet für C2 Ho Où Gefunden 
C 72.78 72.63 


Haiti 10.94. 
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Die gesättigte Säure wurde in das Chlorid und weiter in das 
Amid (IV) verwandelt. Für diese Verbindung wurde, je nach Art 
des Erhitzens, der Schmelzpunkt zu 141—143° oder zu 146—1480 
gefunden. 

Als Nebenprodukt bei der Amiddarstellung bildet sich immer 
etwas von dem zugehôrigen Nitril (V), dieses siedet bei 2250. 


0.0942 gr gaben 0.2741 CO: und 0.0942 EH: O. 


Berechnet für C10o H17 N Gefunden 
C 79.47 79.36 
H 11.26 11.19. 


Nun wurde durch Einwirkung von Brom und Alkali auf das 
Amid die für den Hauptzweck der Untersuchung benôtigte Base 
(VI) dargestellt. 


CH—/ ne CON CHE CE CN 
| è | 
de De 


CH: CH 
IV Y 
CH Ÿ CH NE 
AS 
Y 
CE 
VI. 


Die Base Co His NH2 wurde charakterisiert durch Herstellung 
des Chlorhydrats, KF. 240, des Harnstoffs KF. 154 (analy- 
siert), der Acetylverbindung K. 79° (analysiert). 

Wurde nun das Chlorhydrat mit Natriumnitrit in Umsetzung 
gebracht, so entstand ein zwischen 195—205° übergehendes Ol, 
das, der Oxydation mit Chromsäure unterworfen, eine Verbindung 
vom Charakter eines cyklischen Ketons lieferte , dessen Se- 
micarbazon zur Analyse kam. 


0.1004 gr gaben 0.2247 CO: und 0.0894 EH: O. 


Berechnet für C1o H1i9 ON Gefunden 
C 60.91 61.04 
H 9.64 9.96. 


In diesem Fall hatte also bei der Umsetzung mit salpetriger 


Säure eine der für Cyklylmethylamine charakteristischen Atomver- 
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schiebungen stattgefunden. Ob dem erhaltenen Keton die Formel 


ds 
ne CRE. NT URI 
CE NT oder _.. me 
CE: CH: CH: 


zukommt, bleibt noch festzustellen. 


Ein Beiïitrag zur Kenntnis von der Konstitution der 
radioaktiven Atome. 


Von 


Heïnrich Rausch von Traubenberg. 


Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 30. Januar 1915. 


$ 1. Einleitung. 


Um uns vom inneren Aufbau der Atome eine Kenntnis zu 
verschaffen, erüffnen sich uns die drei hauptsächlichsten Wege: 
das Studium der optischen Eigenschaften der Atome, das Studium 
der radioaktiven Erscheinungen und das Studium der Streuung 
bewegter elektrischer Träger («-Strahlen, Kanalstrahlen, Elek- 
tronen) beim Durchgang durch Materie. Die verschiedenen bei 
diesen Erscheinungsgruppen entdeckten Zusammenhänge führten zu 
der Aufstellung bestimmter Atommodelle: unter diesen wird das 
Rutherford’sche oder ihm prinzipiell verwandte den experimentellen 
Tatsachen am besten gerecht. 

Das Rutherfordsche Atommodell besteht bekanntlich aus einem 
sehr kleinen positiv geladenen Kern, dessen elektromagnetische 
Masse den Hauptbestandteil der Masse des Atoms bildet, die La- 
dung dieses Kernes ist gleich dem halben Atomgewicht multipliziert 
mit der Ladung e des Elementarquantums. / Um diesen Kern ro- 
tieren Kompensationselektronen auf Kreisbahnen (vom Radius r) 
mit der Geschwindigkeit v, die seine Ladung nach aufen ganz 
oder teilweise neutralisieren. Unter Zugrundelegung dieses Mo- 
delles gelang es Rutherford und Geiger die Streuungseigenschaften 
von a-Strahlen beim Durchgang durch Materie quantitativ zu er- 
klären, weïiter wurde das Modell benutzt bei der Berechnung der 
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Hochfrequenzspektra verschiedener Elemente, ferner gelang es Bobr !) 
unter Hinzunahme der Quantenhypothese die Serienformel des 
Wasserstoffs abzuleiten, endlich konnte Debye?) zeigen, daf es 
unter Voraussetzung Coulombscher Kräfte, der Gesetze der Me- 


chanik und unter der Annahme, da das Impulsmoment mwr — _. 


der umlaufenden Elektronen gelingt, ein stabiles Modell des Wasser- 
stoffmoleküls und Atoms zu schaffen, mit dessen Hilfe die Dis- 
persion, die spezifische Wärme, die innere Reibung, die Dissoziations- 
energie des Wasserstoffs in hervorragend guter Übereinstimmung 
mit den experimentellen Werten berechnet werden kann. In der 
vorliegenden Arbeit wird nun untersucht, ob wir unter gleichen 
Annahmen, nämlich den Coulombschen Kräften, den Gesetzen der 
Mechanik und der na Hypothese bei radioaktiven Atomen quanti- 
tative Beziehungen finden kônnen, die mit der Erfahrung im Ein- 
klange stehen. 

Zu diesem Zweck stellen wir uns vor, daB das radioaktive 
Atom aus einem stabilen Kern (bei der Uranreïhe Blei, bei der. 
Thoriumreihe Wismut) besteht, der von schnell rotierenden «- und 
B-Teiïlen (Helium-Atomen und Elektronen) umgeben ist. Wir nehmen 
ferner an, daf die Bahngeschwindigkeit der Partikeln gleich sein 
môge der experimentell mefbaren Translationsgeschwindigkeit, mit 
der sie beim radioaktiven Zerfall herausgeschleudert werden. Wir 
machen hier also die Annahme, daB das abgeschleuderte Teilchen 
seine Greschwindigkeit im Atom bereits besitzt und nicht erst im 
Atomfeld erlangt. Sofern wir uns auf eine grobe Annäherung be- 
schränken, indem wir die Kräfte der mitrotierenden übrigen Par- 
tikeln auf ein betrachtetes Teilchen vernachlässigen, gelangen wir 
zu den beiden Gleichungen : 


mr? eE 

(1) | + A F7: 
h 

(IL) MOT = ge 


hierin bedeutet » die Masse des umlaufenden $- resp. «-Teilchens, 
v seine Geschwindigkeit, r den Radius der kreistérmigen Bahn, 


1) Bobr, Phil. Mag 26, 1913, p. 476. In $ 6 dieser Arbeit wird auch auf 
die radioaktiven Phänomene eingegangen. 

2) In einer der kgl. Bayrischen Akad. d. Wiss. im Januar 1915 vorgelegten 
Arbeit. 
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e die Ladung des Teilchens, Æ die Ladung des Kernes — Le, 
hk die Plancksche konstante — 6,55.107*”. Aus I und IT ergibt sich 


1) o= Te 


eE k° 
(LV) tr ss ® — eÉdnm 


$ 2 Berechnung für die B-Strahlen. 


Aus Gleichung III berechnen wir die Geschwindigkeïit v der 
B-Strahlen der weiteren Zerfallsprodukte der Radiumemanation : 


2xeE  6,28.4,76°.107".101 


fn 655.107 


Von der Ladung des Bleikernes — 103e sind noch 2 negative 
Ladungen, die den «-Strahlen, die auf wesentlich kleineren Radien 
wie die B-Partikeln laufen, eine negative Ladung erteilten (siehe 
$ 3), abzuziehen; Æ wurde somit — 101.e angenommen.. Nach 
experimentellem Befunde emittieren nun die weiteren Zerfallspro- 
dukte der Radiumemanation B-Strahlen von verschiedener Ge- 
schwindigkeit, deren stärkste Komponenten nach Messungen von 
Danysz ‘) bei den Geschwindigkeiten: 


1,84; 2,05; 2,20; 2,34; 2,59; 2,81; 2,86; >< 10*° cm/sec. 
liegen, das Mittel aus diesen Zahlen gibt: 


v — 2,4.10"° cm/sec., 


-_—= 2,2.10" cmjsec. 


also einen Wert der mit dem obigen berechneten sehr gut über 
einstimmt. 
Da$ überhaupt Geschwindigkeitswerte vorkommen, die den für 


ein Impulsmoment — . gültigen über- und unterschreiten und 


sich auBer den oben angeführten Geschwindigkeiten noch viele 
Zwischenwerte vorfinden, kann in stôrenden Zusatzkräften durch 
die übrigen rotierenden Teilchen seine Begründung finden. Aufer- 
dem kann es natürlich noch Teilchen geben, deren Impulsmoment 


ein ganzes Vielfaches von . beträgt. 


1) Le Radium 9, p. 1, 1912. 


ein Beitrag zur Kenntnis von der Konstitution der radioaktiven Atome. 31 


Für den Radius » des rotierenden Elektrons erhalten wir, 
unter Berücksichtigung der Veränderung der Masse mit der Ge- 
schwindigkeit, unter Zugrundelegung des berechneten Wertes 
oe12/2, 107 
eE HO LORS TUTRE he 
ne HONOR 10e us 0 en 


$ 3 Berechnung für die «-Strahlen. 


Die «-Strahlen werden bekanntlich als 2 fach positiv geladene 
Heliumatome mit groBer Geschwindigkeit beim Zerfall der radio- 
aktiven Atome hervorgestofen. Nach unserer Vorstellung sollen 
sie ebenso wie die B-Strahlen den unveränderlichen Kern umkreisen. 
Um nun der Zentrifugalkraft durch Coulombsche Kräfte (nach 
Gleichung I) das Gleichgewicht halten zu kônnen, müssen wir die 
Annahme machen, daf die &-Partikeln während ihrer Rotation eine 
negative Ladung besitzen, die sie bei ihrem AbstoB aus dem Atom 
wieder verlieren. Wir müssen somit jedes «-Teïlchen mit minde- 
stens 3 Elektronen versehen; wo diese Elektronen nach dem Ab- 
schieBen bleiben, ob sie auf den Ring der B-Strahlen kommen, oder 
als langsame 0-Strahlen das Atom ebenfalls verlassen (ein Ema- 
nationsatom bleibt bekanntlich nach Verlust eines «-Teïlchens selbst 
positiv geladen zurück) soll hier unentschieden bleiben. 

Berechnen wir ibre Geschwindigkeit unter Annahme von 


e 41610 0E =,108.. e 
nach der Gleichung (IT), so erhalten wir den Wert 
v — 2,3.10" cm/sec., 
während der Mittelwert der Geschwindigkeiten v der «-Teiïlchen !) 
bei der Uranreïhe (siehe Tabelle I) 
v —= 1,7.10° cm/sec. 
ergibt. Wir kônnen bei den «-Teilchen die 2. Hypothese offen- 


bar nicht ohne weiteres anwenden. Wie aus Tabelle I zu ersehen, 
haben die «-Teïlchen bei fortschreitendem Zerfall immer grôfere 
Geschwindigkeiten; am Schluf der Radiumreihe tritt allerdings 
beim Radium F wieder ein Sinken der Geschwindigkeit ein. Die 
angegebenen Geschwindigkeiten v sind nur zum Teil direkt ge- 


1) Rutherford, Handbuch der Radiologie, Bd. I, p.125; der Wert für Th. X 
wurde mit Hilfe der Beziehung p. 548 korrigiert. 
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Tabelle I. 


Mittlere Geschwindigkeit| Radius der Impulsmoment | Differenz der 
Substanz Lebensdauer log P der a&-Strahlen a-Strahlen der «-Strahlen inpulnemente Atomgewicht 
Piec. Ù v J Jh Lt 
Uranreihe 
Uran I 1,6 . 10? 17,2 1,45 . 10° 1,70. 10-22 16,4 . 10-27 11 1 238 
Uran II 3,2 .1018 13,5 1,53 , 1,52 * 15,3 : 03 + 934 
Jonium 3,2. 101? 12,5 HO 147.24 160€, dE 2 230 
Radium 6,3, 1010 10,8 Lot > 187, 146 , LE 296 
Ra. Em 3,3 . 10° 5,5 17% 5 19 19600 É ” 299 
Ra. À : ie 10? 2,3 1,82 4 1,08 : 12,9 » 15 » 218 
Ra. C 1,2. 105 3,1 2,06 , 0,84 , life. FA 214 
Ra F 1,2. 107 7,1 1,68 , 1,05 , 210 
Blei 206 
Thoriumreihe 

Thorium 1017 17,0 1,50. 99 |  1,60.10-2 15,6. 10-27 1,6. 10727 232 
Rad. Thor. 6,8. 107 7,8 170% Ro& à 140; D . 298 
Thor. X 3,2 . 105 55 1,7à., LATE 18,5 , d'a 294 
Thor. Em 5,3 . 10! 17 1,90. 1,00 , 125%, de 290 
Thor. À 154 1052 0,14—1 197 0,92 , 1k92, En 216 
(Thor. C, 8,3 . 108 3,19 lon 106 —) 

komplex Fr 219 
Thor. C, sehr klein sehr klein 200 “IAE AE 108 , 

Thor. D 208 
Bi 208 
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messen, zum Teil erst aus der Beziehung: Reichweite — av° be- 
stimmt, also mit einer gewissen Unsicherheit behaftet. In der 
bten Spalte der Tabelle befinden sich nun die mit Hilfe der Be- 


ziehung r — _ berechneten Radien der «-Strahl-Bahnen unter 
Verwendung der in Tabelle befindlichen v-Werte, wobei E für die 
Uranreihe — 103.e, für die Thorreihe — 104.e angenommen 
worden ist. 


Die Radien, die etwa nur !/2 der B-Strahl-Radien betragen, 
nehmen mit steigender Greschwindigkeit entsprechend ab. In 
Spalte 6 ist das Impulsmoment J — mvr berechnet, dasselbe geht 
bei der Uranreïhe von 16,4.107* auf 11,4.107*, bei der Thorreihe 
von 15,6.10* auf 10,8.107”, es beträgt somit ein vielfaches von 
2e in Spalte 7 befinden sich die Differenzen der Impulsmomente 


"J,— Jun. Der Mittelwert dieser Differenzen beträgt 0,85 .107* 
resp. 0,97.107*”, kommt also dem Betrag _. — 1,04.107” nahe, 


Bei der groben Annäherung, welche unsere Berechnung in Folge 
der vorerwähnten Gründe darstellt, sei darauf verzichtet, dieses 
Resultat durch weitere Hilfshypothesen zu stützen; immerhin 
glaube ich, daf die gute quantitative Übereinstim- 
mung bei den B-Strahlen und die leidliche Überein- 
stimmung bei den &-Strahlen uns zu der Annahme be- 
rechtigt, daB auch das radioaktive Atom durchein 
Modell veranschaulicht werden kann, in welchem das 
Coulombsche Gesetz, die Gesetze der Mechanik und 


die _ Beziehung als gültig vorausgesetzt werden dürfen. 


$ 4 Der radioaktive Zerfall. 


Unser entwickeltes Modell gibt noch keine Erklärung für den 
radioaktiven Zerfall der Atome; der radioaktiven Zerfall stellt an 
sich einen Vorgang dar, der, bis jetzt durch keine physikalische 
und chemische Einwirkung beeinflufbar, streng einem Wahrschein- 
lichkeitsgesetz gehorcht. 

In Tabelle I sind die mittleren Lebensdauern P in sin und 
log P der «-Strahlen der Uran- und Thoriumreïhe für die sukzes- 
siven Glieder dieser Reïhen zusammengestellt; es fällt dabei auf, 
wie die mittleren Lebensdauern in beiden Reiïhen mit weiter fort- 
schreitendem Abbau der Atome durch Verlust von «-Teilchen 

Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Hott 1. à! 
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auBerordentlich stark abnehmen (die letzten Glieder Radium C und 
Radium F machen hiervon eine Ausnahme). Da man den Zerfalls- 
proze, unbeeinflufit durch die Nachbaratome, in jedem Einzelatom 
sich abspielend denken muf, muf man in jedem Atom einen nach 
Wabrscheinlichkeïtsgesetzen funktionierenden Mechanismus unter- 
bringen, der imstande ist die auferordentlich starke Schwankung 
in der mittleren Lebensdauer zu erklären. 

Gerade die Eigenschaft, daB die mittlere Lou mit 
fortschreitendem Verlust von «-Teiïlchen im allgemeinen immer 
kleiner wird, scheint mir einen môglichen Weg für einen Er- 
klärungsversuch zu bieten: 

Man kônnte nämlich annehmen, daB die «-Teilchen zwar in 
konzentrischen Bahnen um die Zentralladung kreisen, diese Bahnen 
aber nicht in einer, sondern in verschiedenen Ebenen liegen, die 
alle eine Gerade als gemeinsamen Schnitt haben. Es soll nun nur 
dann ein «-Teilchen ausgestoBen werden kônnen und zwar das 
äuferste, wenn sämtliche überhaupt vorhandenen abstofbaren 
«-Teïilchen sich ungefähr auf dieser Geraden innerhalb eines sehr 
kleinen Spielraums s befinden. Die Wahrscheinlichkeit für das 
Eiïntreten dieser Konstellation ist nun für # Teilchen ,hoch #“ mal 
geringer wie für ein Teïlchen. Beim Abbau des Urans bis zum 
Blei werden sukzessive 8 «-Teilchen abgegeben; es würde somit 
bei der ersten Zerfallsstufe dieses Elementes 8 als Exponent eines 


Ausdruckes von der Form 5) erscheinen, der die Wahrschein- 


lichkeit, daB ein Teilchen mit dem Bahnradius > sich auf der Spiel- 
raumstrecke s befindet, darstellt. Für die zweite Zerfallsstufe 
wäre 7 als Exponent zu wählen u.s.w. Man bekommt somit bei 


einen mit * auBerordent- 


geeigneter Wahl des Verhältnisses — 
lich stark schwankenden Faktor. Für das Wiederanwachsen der 
Lebensdauer von C und F' und für die auBerordentlich kurze Lebens- 


dauer von Thor C, fehlen noch geeignete Erklärungsmôglichkeiten. 


Zur Atomistik chemischer Reaktionen in anisotropen 
Stoften. 


Von 
G. Tammann. 


Mit 1 Figur im Text. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 16. Januar 1915.) 


Die Verteilung zweier Molekülarten im Raumgitter eines 
Mischkrystalls ist aus theoretischen Gründen und auch erfahrungs- 
gemäB eine fast gleichmäfige, während die Verteilang der Mole- 
külarten in einer isotropen, festen Mischung, einem glasartigen 
Kôrper, eine vollkommen regellose ist 1). 

Diesem Unterschiede in der Molekülverteilung müssen sehr 
erhebliche Unterschiede in dem Verlauf chemischer Reaktionen 
und ibrer Begleiterscheinungen in anisotropen und isotropen Mi- 
schungen entsprechen. 

Diese Unterschiede sind folgende : 

1. Eine Reaktion, bei der sich aus zwei Molekülarten À und B 
die Molekülart (AB) bildet, kann, wenn die Moleküle À und B 
in einem Raumgitter geordnet und gleichmäfig verteilt sind, bei 
gewissen Mischungsverhältnissen des Mischkrystalls wegen der 
gleichmäBigen Molekülverteilung zu Ende verlaufen, Wenn aber 
dieselbe Mischung im isotropen Zustand vorliegt, so würde die 
betreffende Reaktion wegen der ungleichmäfigen Molekiül - Ver- 
teilung nicht vollständig werden kôünnen, da in dem starren Sy- 
stem mit ungleichmäfiger Verteilung die À- und B-Moleküle sich 
zum Vereinigungs-Akt nur teilweise finden kônnen. 


1) Nachrichten d. Kônigl. Ges. d. Wiss. zu Gôttingen. 1914. S,. 334, 
3% 
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Der ungleichmäfigen und ungeordneten Molekül-Verteilang 
in einer isotropen Phase entspricht eine kontinuierliche Anderung 
des Gleichgewichtes: (AB) — A+ B, der gleichmäfigen und ge- 
ordneten in einer anisotropen eine diskontinuierliche Ânderung 
jenes Gleichgewichtes bei kontinuierlicher Ânderung des Drucks 
und der Temperatur. Denn, wenn in der anisotropen Phase an 
einer Stelle das Molekülsystem 4+B instabil wird, so gilt das 
für alle Stellen der Phase, während in der isotropen Phase das 
nur für vereinzelte Stellen zutrifft. Dementsprechend muf es viel 
leichter sein, Reaktionen in anisotropen Mischungen zu finden und 
zu verfolgen als in isotropen. Dieser Erwartung entspricht auch 
die Erfahrung. Wir kennen eine Fülle von Reaktionen in aniso- 
tropen Kôrpern, während Reaktionen in Gläsern'sich bisher der 
Beobachtung entzogen haben. 

Für Reaktionen in starren anisotropen Kürpern ist weder 
eine hohe Festigkeit noch eine sehr tiefe Temperatur ein Hindernis 
ihres schnellen und vollständigen Verlaufs. Es sei nur an die 
Bildung von Martensit im Austenit bei seiner Abkühlung in 
flüssiger Luft und an die Wiederkehr der Magnetisierbarkeit in 
Ni-, Mn- und anderen Stählen durch Eintauchen in flüssige Luft 
erinnert. 

2, Die Reaktionen in anisotropen Kürpern zeichnen sich durch 
eine grofie lineare Geschwindigkeït ihres Verlaufs aus. Ihre lineare 
Geschwindigkeit wird von der Temperatur in der für die linearen 
Krystallisations- und Umvwandlungsgeschwindigkeiten bekannten 
Weise abhängen. 

Wenn im Mischkrystall mit gleicher Anzahl von 4- und B- 
Molekülen sich die Verbindung (A B) bei einer bestimmten Tem- 
peratur bildet, so sind bei gleichmäBiger Verteilung der À- und 
B-Moleküle im Raumgitter die atomistischen Bedingungen für 
einen schnellen Verlauf der Reaktion, entsprechend der Ge- 
schwindigkeit der Wärmeentziehung, gegeben. Denn die Raum- 
gitterpunkte sind sowohl in den 3 Hauptrichtungen des Raum- 
gitters als auch in den Richtungen der Diagonalen der Elementar- 
elemente sowie der Diagonalen ïihrer Begrenzungsebenen ab- 
wechselnd mit 4- und B-Molekülen besetzt. / Es kônnen also die 
A- und B-Moleküle in verschiedenen Richtungen leicht zusammen- 
treten und entsprechend ihrer Anisotropie dasselbe oder ein anderes 
Raumpgitter besetzen. Die Richtung, in der dieser Zusammentritt 
stattfindet, wird in jedem Falle eine bestimmte sein, der ent- 
standene Krystall wird zu dem ursprünglichen in bestimmter 
Orientierung stehn. 
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Ganz ähnlich werden für andere Reaktionen in Mischkrystallen, 
wie den Zusammentritt zweier A-Moleküle zu einem Molekül oder 
die Isomerisation eines A-Moleküls, die Verhältnisse besonders 
günstig liegen, da in den Mischkrystallen bis zu einem gewissen 
A-CGrehalt sich gerade Linien finden, welche nur von A-Molekülen 
besetzt sind. Auf diesen Geraden wird sich die Reaktion im all- 
gemeïinen ziemlich unbehindert fortpflanzen kônnen. 

8. Aus der Art und Weiïise der Ausbreitung eines Reaktions- 
vorganges in einer anisotropen Phase kann man sich eine Vor- 
stellung von der Orientierung der. entstandenen Krystalle zu den 
ursprünglichen machen. Die neu sich bildenden Krystalle ent- 
stehen in den ursprünglich vorhandenen in einzelnen Punkten der- 
selben. Die lineare Reaktionsgeschwindigkeit hängt aber in aniso- 
tropen Phasen von der Richtung ab. Je nachdem die Reaktion 
. in den anisotropen Phasen mit oder ohne Entmischung vor sich 
geht, wird die Struktur des entstandenen Produktes eine ver- 
schiedene sein. 

Wenn die Reaktion ohne Entmischung vor sich geht, so ent- 
stehen in den ursprünglichen Krystalliten des Konglomerates in 
einzelnen ibhrer Punkte die neuen Elementarkrystalle und wachsen 
in verschiedenen Richtungen des ursprünglichen Krystalls mit 
verschiedener linearer Geschwindigkeit. In Folge dessen wird der 
entstandene Krystallit zu dem ursprünglichen eine bestimmte 
Orientierung haben. Der entstehende Krystallit kann über seine 
ursprünglichen Grenzen in andere hineinwachsen. Die Grenzen 
der wachsenden Krystallite treffen sich in Flächen, welche zu den 
Begrenzungsflächen der ursprünglichen aus der Schmelze entstan- 
denen Krystallite ganz unregelmäfig geordnet sind. In Folge 
dessen entsteht im Krystallitenkonglomerat eine doppelte Struktur. 
Es bleiïben die Grenzflächen der ursprünglichen aus der Schmelze 
entstandenen Krystallite erhalten, und andererseits haben sich 
bei der Umwandlung die Grenzflächen der neu entstandenen Kry- 
stallite gebildet. Auf einer Schlifffläche des Konglomerates sind 
nach geeigneter Âtzung dann zwei Systeme polygonaler Zeich- 
nungen zu sehn, von denen die eine, in der Regel deutlichere, der 
krystallinischen Struktur vor der Umwandlung, die andere der 
bei der Umwandlung veränderten Struktur entspricht. Ein solches 
System einer zweiten polygonalen Zeichnung ist von D. Ewen auf 
den Schlifffächen von weichem Eisen, als Folge der Umwandlung 
von «-Fe in B-Fe, beschrieben worden. 

Sehr viel deutlicher und daher auch viel leichter zu entdecken 
sind die nicht selten überraschend regelmäfig geordneten Krystall- 
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Nadeln oder -Plättchen, welche bei der von einer Entmischung 
begleiteten Reaktion in Mischkrystallen entstehen’). Solche Füälle 
lehren mit grôBter Deutlichkeit, daf die in einer anisotropen Phase 
neu entstandenen Krystalle zu den ursprünglichen offenbar in be- 
stimmter Weise orientiert sind, da also die bei der Reaktion 
wirkenden Affinitätskräfte offenbar ebenfalls vektorieller Natur 
sind. 

Das relativ häufige Auftreten von Reaktionen in anisotropen 
Phasen, ihre grofe Geschwindigkeit und die Orientierung der Re- 
aktionsprodukte sind also atomistisch leicht verständlich. 

4. Von besonderem Interesse ist eine weitere Eigentümlich- 
keit der Reaktionen in anisotropen Phasen, die sich darin äufert, 
daB dieselben nicht in den Mischungen aller môglichen Verhält- 
nisse vor sich gehn künnen, sondern durch den ÜberschuB einer 
Mischungs - Komponente gänzlich unterdrückt werden. Auch in 
dieser Hinsicht unterscheiden sich die Reaktionen in anisotropen 
Medien wesentlich von den in isotropen, besonders den flüssigen 
Medien, in denen eine solche Unterdrückung erfahrungsgemäf 
nicht stattfindet. 

Wir wollen vor allem einen solchen typischen Fall der Re- 
aktionsunterdrückung in einer Reihe von Mischkrystallen vom 
Standpunkt der Gleichgewichtslehre untersuchen. 

Die beiden Stoffe À und B sind sowohl im isotropen als auch 
im anisotropen Zustande bei hôheren Temperaturen in allen Ver- 
hältnissen mischbar. Aber im Stoffe B vollzieht sich bei einer 
bestimmten Temperatur eine Umwandlung unter diskontinuierlicher 
Ânderung seines Wärmeinhaltes und seines Volumens. Über die 
Atomistik dieses Vorganges wollen wir uns vor der Hand keine 
Vorstellungen machen. 

Vom Umwandlungspunkt des Stoffes B gehen dann die beiden 
Gleichgewichtskurven aus, welche für eine Reiïhe von Temperaturen 
die Konzentrationen der «- und B-Mischkrystalle angeben, die mit- 
einander im Gleichgewicht sind. Diese beiden Kurven, die des 
Beginns und des Endes der Umwandlung wollen wir kurz als die 
o- und B-Kurve bezeichnen. 

Aus den allgemeinen Diérentialsleichuiien für koexistierende 
Phasen in Zweiïstoffsystemen folgen für die Richtungen der «- und 
B-Kurve bei konstantem Druck die Differentialgleichungen : 


1) Lehrbuch der Metallographie von G. Tammann Fig. 104 und 112. 


zur Atomistik chemischer Reaktionen in anisotropen Siofen. 39 
dE 
4 LD r@-2(SE), 
dx.) : a 
SR ) 


(2. 


(SFY RS NNS LR ent. 
C5 x, nf) 


Hier bedeuten z, und x, die Molenbrüche von À der koexi- 
stierenden #- und 8-Mischkrystalle, dr, und dx, die Anderung ihres 
Æ-Gehaltes in demselben Konzentrationsmaf, £, und £, die thermo- 
dynamischen Potentiale und 7, und , die Entropien pro Mol der 
*” beiden Mischkrystalle. 

Der Nenmer der linken Seite von 1) multipliziert mit 7 be- 
dentet die molekulare Lüsungswärme des e-Mischkrystalls in einer 
shr grofen Menge des 8-Mischkrystalls mit dem er im Gleich- 
gewicht ist, und der mit T multiplizierte Nenner von 2) bedeutet 
die molekulare Lüsungswärme des 8-Mischkrystalls in eïner sehr 
grofen Menge des entsprechenden &-Mischkrystalls. 

Jede dieser Lôsungswärmen wird bei einem bestimmten z- 
und T-Wert durch den Nullwert gehn. Denn bei der Umwand- 
lung des B-Krystalls wird Wärme frei, und dadurch, da8 der 
A-Stoff gezwungen wird, diese Umwandlung mitzumachen, wird 
Wärme gebanden. In Folge dessen werden jene Lüsungswärmen, 
wenn sie auch Glieder sekundärer GrüBe enthalten, bei hin- 
reichender Anderung von z, oder zx, durch den Nullwert gehn 
müssen. 

Da die Zähler der beiden rechten Seiten von 1) und 2) end- 
Eche Werte haben, wenn die Differenz z,— x, nicht verschwindet, 
so wird die Folge hiervon sein, daB bei den z-, T- Werten, bei 
denen jene Lôsungwärmen durch den Nullwert gehn, die beiden 
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vom negativen zu positiven Werten durch den Wert = gehn 
werden. Es werden in diesen Punkten die «&- und $-Kurven 
rückläafñs. Die Temperaturen, bei denen die «- und 8-Kurven 
rückläufs werden, brauchen nicht dieselben zu sein. 
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Figur 1. 


Wenn also die B-Form in den Mischkrystallen der &«-Form 
sich ohne Behinderung bildet, so wäre der in Fig. 1 dargestellte 
Verlauf der beiden Gleichgewichtskurven zu erwarten. Es müfte 
eine Grenz-Konzentration x, geben, bis zu der die Umwandlung 
eintreten kônnte. Die Form der «- und B-Kurve kann natürlich 
noch eine recht verschiedene sein; beide Kurven künnten so wenig 
rückläufig werden, daB eine Rückbildung der «-Mischkrystalle aus 
den B-Mischkrystallen bei der Abkühlung nur in sehr geringer 
Menge sich vollzieht. 

Betrachtet man aber diese Umwandlung vom atomistischen 
Standpunkt, und nimmt an, daf bei der Umwandlung das Raum- 
gitter sich ändert, während die Zahl der Moleküle unverändert 
bleibt, so wird man vermuten dürfen, da die Umwandlung schon 
bei einer erheblich geringeren B-Konzentration als der Grenz- 
konzentration x, unterdrückt werden wird. 

In einem Raumgitterelement seien #-Moleküle vorhanden, von 
diesen seien im Mischkrystall » — B- und #7 —m-A-Moleküle, der 
Molenbruch + des Mischkrystalls ist dann x — —. 

Bei ganz gleichmäfiger Verteilung der 4- und B-Moleküle 
im Raumgitter würden die Mischkrystalle, deren Raumgitter- 
elemente alle die gleiche Besetzung mit 4- und B-Molekülen 
aufweisen, z-Werte haben, deren Zähler ”» eine ganze Zahl 
ist. Der Nenner # ist für alle vorkommenden Krystalle dieselbe 
ganze Zahl und nur abhängig von dem Raumgitter der «-Kry- 
stalle. 

Es ist nun hôchst wabrscheinlich, daB die ein Raumgitter- 
element konservierenden Kräfte bei keiner Besetzung gleich sein 
werden den Kräften, welche es in ein anderes Element treiben; 
es werden die treibenden Kräfte grôBer sein als die konser- 
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vierenden bei allen Besetzungen bis _— und von der Besetzung 


_ an wird die umgekehrte Kräftebeziehung zutreffen. Die 
e 


Umwandlung würde also in den Mischkrystallen, deren B-Gehalt 


> ist, vollständig unterdrückt werden, während sie in den 


Mischkrystallen, deren B-Gehalt < __ ist, zu Ende verlaufen 
würde. In den Mischkrystallen zwischen 
m —1 


m 
—— und 
ñn 


würde die Umwandlung unvollständig bleiben. 
Die thermodynamisch vorausgesehene Grenze x, braucht aber 


HE ). à MT 
mit der atomistisch erschlossenen Reaktionsgrenze si nicht zu- 


. ! m à 
sammenzufallen. Da die Beziehung ee ausgeschlossen ist, 


> : | m 
so künnen nur die Beziehungen x, = _ zutreffen. 


Auch zwischen dem Zutreffen dieser beiden Beziehungen ist 
im gegebenen Falle leicht zu entscheiden. Wenn die &- und $- 
Kurven nicht bis zu ihren Umkehrpunkten «, und «, verfolgt 


werden kônnen, so gilt offenbar x, ><; die Umwandlung wird 


also aus atomistischen Ursachen unterdrückt. Von rein thermo- 
dynamischem Standpunkt aus betrachtet, wäre zu erwarten, daB 
sich die «&- und B-Kurven zu hôheren B-Konzentrationen ver- 
folgen liefen. 

Bei vollständig gleichmäfiger Verteilung der 4- und B-Mole- 
küle im Raumgitter wäre zu erwarten, daB die Menge der «- 
Mischkrystalle, welche sich in die 8-Mischkrystalle umwandelt, 
linear mit zunehmendem x zwischen ; 


m—1 


m 
und 
ñ 


von der ganzen Menge bis auf den Nullwert abnimmt. In Wirk- 
lichkeït wird aber wegen der Molekularbewegung diese Verteilung 
eine nicht ganz gleichmäfige sein, in Folge dessen wird sich das 
Konzentrationsintervall der Umwandlung über ein etwas grôBeres 

m—1 


Intervall als bis _ erstrecken. 
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Die experimentelle Ermittelung dieses Intervalles wird vor 
allem dadurch erschwert, da die Krystallite des aus der Schmelze 
erhaltenen Krystallkonglomerates aus Schichten verschiedener Zu- 
sammensetzung bestehen. Diese zonale Inhomogenität der Kry-. 


stallite würde die Grenze _ bei hôheren B-Gehalten vortäuschen, 


als sie den homogenen Krystalliten entspricht. Dieser Schwierig- 
keit kann durch Erhitzen des Konglomerates auf eine Temperatur, 
bei der die Diffusionsgeschwindigkeit hinreichend gro$ ist, begegnet 
werden. Da die Umwandlung nicht bei einer bestimmten Kon- 
zentration abbbricht, sondern die umgewandelte Menge in einem 
gewissen Konzentrationsintervall mit wachsendem B-Gehalt ab- 
nimmt, so würden die umgewandelten Mengen nur auf Grund 
quantitativer Bestimmungen der Volumenänderungen bei der Um- 
wandlung oder der Umwandlungswärmen zu ermitteln sein. 

Jedenfalls sind die Schwierigkeiten einer sicheren Feststellung 
der Konzentrationen 


recht erhebliche, und dahin zielende Versuche, bei denen nicht 
durch längeres Tempern die zonale Inhomogenität der Krystallite 
des Konglomerates beseitigt wurde, haben wenig Bedeutung. Im 
Folgenden ist ein vorläufiger Versuch zur Bestimmung der Um- 
wandlungsgrenze für die Mischkrystalle von AgJ- und AgBr 
mitgeteilt; diese Versuche tragen aber nur einen orientierenden 
Charakter, da die betreffenden quantitativen Versuche auf Grund 
von Volumenbestimmungen bei den Umwandlungen noch aus- 
stehen. 

5. Wir untersuchten den Spezialfall, daf nur die eine 
Komponente des Mischkrystalls eine Umwandlung erleidet und 
hierbei das Raumgitter sich ändert. Im einfacheren Falle würde 
sich das Raumgitter bei der Umwandlung nicht ändern und nur 
eine Isomerisation der einen Molekülart eintreten. In diesem 
Falle wäre eine Unterdrückung dieser Umwandlung bei noch so 
hohem Gehalt des Mischkrystalls an der /anderen Komponente, 
welche die Umwandlung nicht mitmacht, nicht zu erwarten, da 
sich der treibenden Kraft der Umwandlung nicht die das Raum- 
gitter konservierenden Kräfte entgegenstellen. 

Die Untersuchungen über die Struktur ferromagnetischer Me- 
talle und ihrer Mischkrystalle mit anderen Metallen haben es 
wabrscheinlich gemacht, daB sich beim Verlust und der Wieder- 
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kehr des Ferromagnetismus die Krystallform dieser Metalle, also 
auch ibr Raumgitter nicht ändert. Dementsprechend wäre zu er- 
warten, daf in der Mischkrystallreihe eines ferromagnetischen und 
eines ferro- oder diamagnetischen Metalls die magnetische Permea- 
bilität vom hohen Werte des ferromagnetischen Metalls auf den 
sehr viel kleineren Wert des para- oder diamagnetischen Metalls 
kontinuierlich abnimmt. Wenn das zutrifft, so würde die Ver- 
mutung, daf sich beim Auftreten des Ferromagnetismus das Raum- 
gitter nicht ändert, wesentlich gestützt werden. Untersuchungen, 
die hierüber eine Entscheidung gebracht hätten, scheinen bisher 
nicht ausgeführt zu sein. 

6. Die Umwandlungskurve der Mischkrystalle 
von AgJ und Ag Br. 

Die zur Herstellung der Mischungen verwandten Präparate 
waren in folgender Weise hergestellt. Das AgBr wurde durch 
Fällung einer AgNOs-Lüsung mit überschüssigem KBr, Waschen 
des Niederschlages durch Dekantieren, Absaugen und Trocknen 
über einer kleinen Flamme hergestellt. Alle diese Operationen 
wurden in der Dunkelkammer bei rotem Licht ausgeführt. Das 
AgJ stammte von Kahlbaum und wurde, um es unempfnd- 
licher gegen die Wirkung des Lichtes zu machen, mit einer L6- 
sung von KJ und J gekocht, ausgewaschen und getrocknet. Die 
Ag-Salze, welche mit einem Überschuf von KJ und KBr gefällt 
werden, sind bedeutend weniger lichtempñndlich als dieselben 
Salze, welche durch Füällen mittels eines Überschusses von AgNOs 
hergestellt werden. An der Luft, besonders bei Zutritt von Staub, 
sind AgBr und AgJ, sowie ihre Mischkrystalle, bedeutend licht- 
empfindlicher, als wenn sie zwischen zwei Glasschichten zusammen- 
geschmolzen, der Wirkung des Lichtes ausgesetzt werden. 

Zur Bestimmung der Koordinaten der Umwandlungskurve der 
Mischkrystalle von AgJ und AgBr wurden je etwa 3 gr ver- 
schiedener Mischungen eingewogen, in Probiergläschen zusammen- 
geschmolzen und bei etwa 280° getempert. 

Ein Bruchteil dieser Proben wurde dann wiederum in einem 
Probiergläschen zusammengeschmolzen und in jedes Probiergläschen 
ein zweïtes, eng in dasselbe passende Probiergläschen geführt, um 
den Mischkrystall in dünner Schicht bei seiner Abkühlung beob- 
achten zu kônnen. Zur Herstellung einer gleichmäfigen Zusammen- 
setzung in diesen Schichten wurden die Präparate längere Zeit 
(40—70 Stunden) auf 300° erhitzt. Nach dieser Homogenisierung 
der Mischkrystalle wurde jedes einzelne Robr in ein Schwefel- 
säurebad von 150—130° übergeführt und bei langsamer Abkühlung 
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des gut umgerührten Bades die Temperatur bestimmt, bei der die 
Trübung in den Mischkrystallen auftrat. 

In den AgJ-reicheren Mischkrystallen trat bei den in der Ta- 
belle angegebenen Temperaturen eine sehr starke Trübung ein, 
so daB der glühende Faden einer kleinen elektrischen Lampe 
durch die dünne Schicht der Mischkrystalle sofort nach Eintritt 
der Trübung nicht mehr zu erkennen war. In den Schichten mit 
weniger als 70 Mol.-‘ AgJ trat die Trübung erst allmäbhlich 
auf, so daf bei der Mischung mit 60 Mol.-’) AgJ der Faden der 
Lampe nach Eintritt der Trübung bei 113° noch bei 109° zu er- 
kennen war. In den Mischungen mit 40, 30, 20 und 17,5 Mol.- 
AgJ trat bei den in der Tabelle angegebenen Temperaturen eine 
so schwache Trübung ein, da8 der Faden der Lampe bei Zimmer- 
temperatur noch deutlich zu erkennen war. 

Die Mischungen mit 15, 12,5 und 10 Mol.-° AgJ wurden bei 
der Abkühlung bis auf Zimmertemperatur nicht merklich trüber. 
Das reine AgBr selbst blieb bei Abkühlung bis auf Zimmertem- 
peratur vollständig klar, seine Farbe änderte sich von Gelb bei 
300° ins Grünliche bei Zimmertemperatur. 

Auferdem wurde noch eine Versuchsreihe angestellt, bei der 
die Schichten der Mischkrystalle zwischen zwei Deckgläschen sehr 
erheblich längere Zeit, nämlich 13 Tage lang, auf 280° gehalten 
wurden. Die Trübung in diesen lange getemperten Mischkry- 
stallen begann in einzelnen Punkten der Schichten bei den in der 
dritten Kolonne der Tabelle 1 angegebenen Temperaturen. Die 
Trübung verstärkte sich darauf in einem Temperaturintervalle bis 
zu 15° unterhalb der Temperatur des Beginns der Trübung, und 
nahm dann bei weiterer Abkühlung nicht mehr merklich zu. 

Aus der Tabelle 1 ist zu ersehen, daf nach kürzerem Tem- 
pern (40—60 Stunden) die Trübung in den Mischkrystallen mit 
17,5 Mol.-‘) AgJ noch eintritt, während sie in den Mischkry- 
stallen mit 15 Mol.-‘ AgJ nicht mehr eintritt. Dagegen ist 
diese Grenze des Eintritts der Trübung in den Mischkrystallen, 
welche längere Zeit getempert wurden, zu viel grôBeren AgJ- 
Konzentrationen hin verschoben. Nachdem 13 Tage getempert 
wurde, trat die Trübung bei 40 Mol.-‘j AgJ noch ein, während 
sie schon bei 80 Mol.-‘4 AgJ nicht mehr eintrat. 

Infolge der Ausdehnung bei der Umwandlung des AgJ zer- 
sprangen die beiden Rohre, zwischen denen das reine AgJ in 
dünner Schicht vorhanden war. Dasselbe trat auch bei dem 
Mischkrystall mit 90 Mol.-‘ AgdJ, nicht meht aber bei denen 
mit 80 und weniger Mol.-‘ AgJ auf. Wohl aber sprang noch 
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ein Probierglas, in dem eine Mischung mit 80 Mol.‘ AgJ und 
20 Mol.-‘ AgBr in grôBerer Menge (3 gr) zusammenge- 
schmolzen war, während die Probiergläschen, die die erstarrten 
und getemperten Mischungen mit weniger als 80 Mol.) AgJ in 
jener Menge enthielten, nicht mehr zersprangen. 

Die Farbe des AgJ ändert sich bei der Umwandlung bei 
141,4 plôtzlich von Orange nach Hellgelb. Derselbe Farben- 
umschlag ist für den Mischkrystall mit 90 Mol.‘ AgJ bei 115° 
deutlich zu erkennen. Dagegen tritt dieser Farbenumschlag bei 
den AgJ-ärmeren Mischkrystallen nicht mehr auf. 

Eine andere Eigenschaft, die die Umwandlung des AgJ zu 
erkennen ermôglicht, ist die anomale Doppelbrechung des Lichtes 
durch die unterhalb 141,4 stabile Modifikation des AgJ. Um die 
Temperatur ihres Eintritts zu beobachten, wurden kleine Mengen 
der AgJ-AgBr-Mischkrystalle verschiedener Konzentrationen 
zwischen zwei Deckgläschen zusammengeschmolzen und etwa 38 
Stunden bei 280° getempert. Bevor sich die Präparate unter die 
Umwandlungstemperatur abgekühlt hatten, wurden sie zwischen 
zwei gekreuzten Nicols auf den Erwärmungstisch eines Er- 
wärmungsmikroskops gebracht. Beim reinen AgJ erfolgt die 
Aufhellung von einzelnen Umwandlungszentren aus. Bei dem 
Präparat mit 90 Mol--‘j AgJ fand die Aufhellung plôtzlich in 
einzelnen Krystalliten statt, in den Präparaten mit 80, 70, 60 
und 50 Mol.-‘/ AgJ trat eine mehr oder weniger starke Auf- 
hellung ein, die aber nicht plôtzlich vor sich ging. In den Prä- 
paraten mit weniger AgJ war eine Aufhellung zwischen ge- 
kreuzten Nicols während der Abkühlung nicht mehr zu beob- 
achten. Wohl aber sah man in den Präparaten mit 40 Mol.-‘/o 
AgdJ, sowie in denen mit 70, 60 und 50 Mol.-/) AgJ in den 
klaren Schichten der Mischkrystalle dunkle Linien auftreten, die 
wohl als Wülste anzusprechen sind, welche in Folge der Aus- 
dehnung der Schichten beim Eintritt der Umwandlung auftreten. 
Diese Wülste bilden eine polyedrische Zeichnung. Beim Wieder- 
erhitzen über die Temperatur des Auftretens dieser dunklen Linien 
verschwanden sie meistens wieder. 

In den Präparaten mit weniger als 40 Mol.‘ AgJ und beim 
reinen AgBr war auch das Auftreten dieser Linien nicht zu be- 
merken. 

Um die Temperaturen, bei denen die Doppelbrechung und die 
Linienbildung eintritt, genauer bestimmen zu kônnen, wurden die 
Präparate in einem CaCl-Bade abgekühlt, welches so konstruiert 
war, daB das Präparat zwischen gekreuzten Nicols beobachtet 


zur Atomistik chemischer Reaktionen in anisotropen Stoffen. 47 


Tabelle 2. 
ne RS Sn TE de 


Temperatur der Trübung und . 


Mol, AgJ Temperatur des Eintritts der 


Aufhellung Linienbildung 
1070 
Beim Erhitzen auf 1350 (1/ 
Fe Stunde lang) geht die Auf: 0 
hellung nicht zurück. 
111—980 1110 
79,96 Beim Erhitzen tritt Verdunk- | Beim Erhitzen verschwinden die 
lung ein Linien. 
Bei der Abkühlung keine Auf- AU 
70,02 RES hell ROSIAANENR Beim Erhitzen verschwinden die 
aan Linien, 
105—cr. 950 
59,55 sl Beim Erhitzen verschwinden die 
Linien. 
50,48 | . | 109— 1070 
39,99 | ; | Keine Linienbildung. 


werden konnte. Die Resultate sind in der Tabelle 2 wieder- 
gegeben. 

Bei den orientierenden Versuchen wurden die Präparate 40 
Stunden lang getempert und bei denen der Tabelle 2. 12 Tage 
lang, in beiden Fällen bei 2800. Das längere Tempern hat einen 
deutlichen Einfluf auf das Auftreten der Aufhellung zwischen 
gekreuzten Nicols und der Linienbildung ausgeübt. Nach 48- 
stündigem Tempern war die Aufhellung noch in den Mischkry- 
stallen mit 50 Mol.-‘) AgJ zu beobachten und die Linienbildung 
bei denen mit 40 Mol.-‘, während nach 12-tägigem Tempern 
schon bei 70 Mol. AgJ keine Aufhellung und bei 40 Mol. . 
keine Linienbildung mehr zu beobachten war. Dieser sehr erheb- 
liche Unterschied in den Umwandlungserscheinungen nach ver- 
schieden langem Tempern ist offenbar darauf zurückzuführen, da 
durch langes Tempern die Mischung der beiden Komponenten in 
den Mischkrystallen eine gleichmäfigere wird. Solange dieselbe 
eine ungleichmäfige ist, tritt in den Präparaten mit ungleich- 
mäfiger Verteilung der beiden Komponenten noch die Aufhellung 
in den zu AgJ-reichen Partien auf, welche bei gleichmäbiger 
Mischung nicht mehr zu beobachten wäre. Dagegen tritt Trü- 
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bung auch dann “noch bei den Präparaten mit 40 Mol.-) AgJ 
ein, wenn sie ebenfalls 12 Tage getempert sind, während durch 
Rifbildung oder Doppelbrechung in diesem Präparate die Um- 
wandlung sich nicht bemerkbar macht. (S. Tab. 2.) 

Vergleicht man die verschiedenen Methoden zum Nachweis 
des Eintritts der Umwandlungen bei den 12 Tage getemperten 
AgJ - AgBr-Mischkrystallen mit einander, so sieht man, daf die 
unempfindlichste die des Farbenumschlags von Orange in Gelb ist. 
Dieselbe tritt schon bei den Mischkrystallen mit 80 Mol.- AgJ 
nicht mehr ein. Etwas empfindlicher ist die Beobachtung der 
durch die Umwandlung hervorgerufenen Aufhellung zwischen ge- 
kreuzten Nicols. Dieselbe tritt nur noch bei den Mischkrystallen 
mit 80 Mol.-’) AgJ auf, während sie bei den Mischkrystallen mit 
70 Mol.‘ AgJ nicht mehr eïntritt. Die mikroskopische Beob- 
achtung des Auftretens von dunklen Linien in Folge von Volumen- 
vermehrung bei der Umwandlung zeigt, da die Umwandlung noch 
bei 50 Mol.-°, AgJ eiïntritt. Bei 40 Mol.-°/ AgJ ist dagegen 
das Auftreten solcher Linien nicht mehr wahrnehmbar. Die ma- 
kroskopische Beobachtung des Eintritts einer Trübung läf£ noch 
bei 40 Mol.) AgJ und nicht mehr bei 30 Mol.-’/ AgJ die Um- 
wandlung erkennen. 

Die Temperatur der Umwandlung des AgJ sinkt in Folge 
des Gehaltes der Mischkrystalle an AgBr zuerst schnell, dann 
langsam. Ihr schnelleres Sinken bei grôferen Gehalten an AgBr, 
das die Thermodynamik voraussagt, wurde nicht beobachtet, weil 
von Erreichung der betreffenden Ag Br-Konzentrationen die Re- 
aktion unterdrückt wird. 

Die Konzentrationen, bei denen diese Unterdrückung beginnt 
und vollendet ist, lassen sich nur nach langem Tempern der 
Mischkrystalle ermitteln. Ob zu diesem Zweck die Zeit von 
13 Tagen hinreicht, muB dahingestellt bleiben, und erst recht, ob 
quantitative Bestimmungen dieser Grenzen den von der Atomistik 
geforderten einfachen molekularen Mischungsverhältnissen ent- 
sprechen. 
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Ueber die Art des Fliessens krystallinischer Kôrper. 
Von 
G. Tammann. 


Mit 2 Figuren im Text. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 13. Februar 1915.) 


Man hat gesucht, das Fliefen krystallinischer Kôrper bei hin- 
reichender Beanspruchung auf ein partielles Schmelzen zurückzu- 
führen. Um diese Hypothese zu stützen, hat man auf verschie- 
denen Wegen zu beweisen gesucht, daB beim Pressen eines kry- 
stallinischen Stoffes unter einem nicht dicht schliefenden Kolben 
das Schmelzen des Stoffes bei sehr viel kleineren Drucken statt- 
findet, als wenn der Stoff im Zylinder mit dicht schlieBendem 
Kolben geprefit wird. 

Obwohl diese Versuche zu nachweïslich verfehlten Resultaten 
geführt haben und das Experiment dieselben ebenfalls als nicht 
zutreffend gekennzeichnet hat, ferner auch eine Theorie existiert, 
welche das Fliefen krystalbnischer Kôrper nebst den durch das 
Fliefen bewirkten Eigenschaftsänderungen in befriedigender Weise 
deutet, wird doch immer wieder auf die Annahme eines partiellen : 
Schmelzens beim Fliefien krystallinischer Stoffe zurückgegriffen 
und es werden nachweisbar unrichtige Schlüsse, als sicher be- 
gründete Wahrheïten ferner stehenden Kreisen vorgetragen und 
zur Deutung petrographischer Fragen herangezogen. 

Vor Allem sind die theoretischen Unterlagen, auf die sich 
die Behauptung eines partiellen Schmelzens beim Fliefen kry- 
stallinischer Stoffe stützt, näüher zu prüfen. Auf drei verschiedenen 
Wegen hat man zu zeigen gesucht, daB die Stoffe bei kleineren 
Drucken schmelzen, wenn während der Kompression die Schmelze 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Hett 1. 4 
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Gelegenheit findet sich vom krystallinischen Stoff zu trennen, als 
wenn diese Gelegenheit nicht vorhanden ist. 

1. Poynting') führte zu diesem Zweck einen! isothermen 
KreïsprozeB aus. Er pret zuerst den Stoff unter undichtem 
Stempel und nimmt an, da8 hierbei unter dem Drucke P die 
Masseneinheit schmilzt, der Kolben sich um das Volumen des 
krystallinischen Stoffes v” senkt. Darauf wird die Schmelze unter 
dicht schliefendem Kolben bei dem Druck p krystallisiert, wobei 
Hebung oder Senkung des Kolbens eintritt, je nachdem die Vo- 
lumendifferenz des Stoffes in beiden Zuständen v,—v, positiv 
oder negativ ist. 

Es soll dann gelten: 


1) — Pv,+(v—v,)p = 0 oder P — FE .p. 
4 


Es sollten also die unter Volumenverkleinerung schmelzenden 
Stoffe bei ihrer Kompression unter undichtem Kolben unter er- 
heblich kleineren positiven Drucken schmelzen, als wenn der 
Kolben dicht schlieft, und die unter VolumenvergrôBerung 
schmelzenden Stoffe sollten bei ihrer Kompression unter einem 
undichten Kolben bei negativen Drucken schmelzen. Der zweite 
Teil des Resultates ist unverständlich, und bedürfte noch einer 
Erläuterung. 

Es ist gar nicht einzusehen, warum die Stoffe ein so aus- 
gesprochenes Gefühl für die Undichtigkeit der sie umschliefenden 
Hülle haben sollten, und man wird vermuten, daB ein Fehler in 
jener Deduktion steckt. 

Den zweiten Hauptsatz in der Form: die Saumme der Arbeiten 
bei einem isothermen KreisprozeB ist gleich Null, darf man nur 
auf reversibele Kreisprozesse anwenden. Es müfte also bei der 
Temperatur 2° der krystallinische Stoff mit einer Schmelze sowohl 
beim Druck p als auch bei dem erheblich kleineren Druck P im 
Gleichgewicht sein, und diese Gleichgewichte würden nur durch 
eine Eigenschaft der Hülle den Grad ïhrer Durchlässigkeit oder 
Undurchlässigkeit bestimmt. Da aber gerade diese Unwahrscheïin- 
lichkeit behauptet wird, so müssen wir dem Fehler, der in einer 
vülligen Verkennung des zweiten Hauptsatzes liegt, näher nachgehn. 

Carnot hat behauptet, da bei seinem Kreisprozef der Wir- 

Q, rh Q, 


kungsgrad desselben, oi NC Q, die vom Erwärmer abge- 


1) Phil. Mag. (5) 12, 32 1881. 
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gebene und Q, die vom Kühler aufyenommene Wärme bezeichnet, 
ein fest bestimmter ist, und Clausius hat gezeigt, daB der 
Wirkungsgrad des Carnot’schen Kreisprozesses auch durch den 


Quotienten LS Ta wo 7, die absolute Temperatur des Er- 


wärmers und 7, die des Kühlers bedeuten, bestimmt wird. 
Hieraus folgt die Gleichung 


D Mug A 


Nach dem ersten Hauptsatz gilt für die beim KreisprozeB 
gewonnene Arbeit A: Q,—Q, — A. Da beide Sätze auch für 
kompliziertere reversibele Kreisprozesse gelten, so wird für einen 
solchen isothermen KreisprozeB für die Summe der Arbeiten 
ZA = 0 gelten. 

Man darf also nur dann den zweïiten Hauptsatz in der Form: 
ZA — 0, auf isotherme Prozesse anwenden, wenn der Wirkungs- 
grad jedes Teïlprozesses ein fest bestimmter ist. Dieser Be- 
dingung genügt aber jener isotherme, irreversibele Kreisprozef 
nicht, der Wirkungsgrad des Prozesses, der die Arbeït Pv’, gibt, 
ist ebenso unbestimmt, wie es der Grad der Undichtigkeit der 
betreffenden Hülle ist. 

Die Aufstellung der Gleichung 1) hat einen analogen Sinn, 
wie die Anwendung des zweiten Hauptsatzes auf Dampfmaschinen 
mit undichtem Kolben. 

Der fehlerhaften Anwendung des zweiten Hauptsatzes ent- 
spricht das unglaubliche Resultat: eine den Stoffen eigentümliche 
Eigenschaft, wie ihr Schmelzdruck, sollte von einer zufälligen 
Eigentümlichkeit der den Stoff umgebenden Hüllen abhängen. 

2. Auf einem anderen Wege suchte Ostwald !) zu demselben 
Resultat zu gelangen. 

Ostwald stützt sich auf ein Theorem von Schiller*), da 
durch einen äuferen Druck auf eine Flüssigkeit ihr Dampfdruck 
erhôht wird. Übt ein in der Flüssigkeit unlôsliches Gas auf die 
Flüssigkeit den Druck p aus, so würde für den Dampfdruck der 
Flüssigkeit gelten: 

v 
MNT, Loir à 
wo v das spezifische Volumen des Dampfes und v’ das der Flüssig- 
keit bedeuten. 


1) Ostwald, Lehrbuch der allgemeinen Chemie II, 2, S. 374, 1902. 
2) N. Schiller, Wied. Ann, 53, S. 396, 1894. 
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Ostwald zeichnet auf der x T-Ebene die Dampfdruckkurven 
des flüssigen und krystallinischen Stoffes für verschiedene äufere 
Drucke und findet, daB sich die Dampfdruckkurven der unter- 
küblten Flüssigkeit des Druckes », und die des krystallinischen 
Stoffes des Druckes », bei einer Temperatur T schneiden. Hieraus 
schlieft er, daf unter diesen Bedingungen beide Phasen mit ein- 
ander im Gleichgewicht sind, und daf$ zwischen den Drucken p, 
und p, eine bestimmte Beziehung besteht. 

Um über diese Behauptung ein Urteil zu gewinnen, denken 
wir uns den Dampfdruck x in Abhängigkeit vom äuferen Druck p 
und der Temperatur T für die 3 Phasen: Dampf, Flüssigkeit 
und Krystall als Flächen im Koordinatensystem x, p und T dar- 
gestellt. 

Für die x-Fläche des Dampfes gilt x — p. Wird p=7#x, so 
ist x nicht mehr mefbar, man darf aber diesen virtuellen Dampf- 
druck als Fanktion von p und 7’ betrachten. Jede der 3 Phasen 


hat eine x-Fläche (Fig. 1). Die Fläche des Dampfes, Te'c'T, ist 
eine Ebene, welche die p T-Ebene in der T-Achse unter dem 
Winkel von 45° schneidet. Die x-Ebene des Dampfes schneidet 
die der Flüssigkeit c'b'e’g' in der Raumkurve e'b'c! und die x- 
Fläche des Krystalls d'D' a'f' in der Raumkurve b'a'. Die Flächen 
der Flüssigkeit und des Krystalls schneiden sich in der Raum- 
kurve b'd’. Die Projektionen dieser Raumkurven auf die p 7- 
Ebene sind die bekannten Gleichgewichtskurven, eb c die Dampf- 
druckkurve der Flüssigkeit, ab die des Krystalls und bd die des 
Krystalls und seiner Schmelze. 

Legt man sich nun die Frage vor, ob bei einer bestimmten 
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Temperatur die virtuellen Dampfdrucke des Krystalls x” und 
semer Schmelze x’ einander gleich sein kônnen, so sieht man, daf 
für eine unendliche Reïhe von Drucken y, sich eine ebensolche 
Reïhe von p,-Werten findet, für welche die Beziehung x' = 7” 
zutrifft Eine Gerade parallel der p-Achse trift im Allgemeinen 
sowohl die x-Fläche des Krystalls als auch die der unterkühlten 
Flüssigkeit. Aber die Projektionen dieser Punkte auf die x T- 
Ebene besetzen nicht eine Kurve, sondern bedecken ein Flächen- 
stück. Eine eindeutige Beziehung zwischen x und T für die 
Bedingung x' — x” existiert also nur für die Punkte der 
Schnittkurve der x-Flächen des Krystalls und seiner Schmelze, 
Ostwald ist dadurch, daf er nur die Projektionen einiger Schnitte 
senkrecht zur p-Achse auf die x-T-Ebene betrachtete, und die Be- 
dingungen der Erfüllang des Gleichgewichts verkannte, zu seinem 
Resultat gelangt. 

3. Neuerdings hat P. Niggli’) die Frage nach dem Gleich- 


gewicht gepreBter krystallinischer Stoffe und ihrer weniger ge- 


preBten Schmelzen mit Hilfe des thermodynamischen Potentials 
zu lüsen gesucht. Er setzt die auf die Masseneinheït bezogenen 
Potentiale des krystallinischen Stoffes unter dem Druck P und 
seiner Schmelze unter dem Druck » einander gleich: 


ir. ! 
>? EE 2 


differenziert darauf die eine Seite der Gleichung nach P und T 
und die andere nach p und T7: 


ôu, ôu, ou! a 
np AT +R AP = fe dT + dp. 
Hieraus ergibt sich für konstante st aT = 0, da 
Ou ôu, : 
GP = TU» und D! = œ, 
sind, 
“gpl fine 
dp rA 
Hieraus würde folgen : 
! D — ©! 
grd à oder p—P = 7? », 
P VP P 


Nach Niggli soll also der Wert Poyntings für P für die 
Diferenz P —p gelten. 


1) P. Niggli, Ztschr. f. anorg. Chem. 91, 107, (1915). 
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In Fig. 2 ist uw!) für die drei Aggregatzustände als Funktion 
von p und 7 dargestellt. Die drei u-Flächen schneïden sich in drei 
Kurven a'b', b'c' und b'd', deren Projektionen auf die p T-Ebene 
die drei Gleichgewichtskurven: die Dampfdruckkurve des Krystalls, 
ab; die Dampfdruckkurve der Schmelze, bc; und die Schmelz- 
kurve, bd, sind. In den Punkten dieser drei Kurven sind je zwei 
Phasen mit einander im Gleichgewicht und iïhre Potentiale sind 
einander gleich. Nun darf man aber diesen Satz nicht umkehren, 
und behaupten, daf wenn in zwei verschiedenen Zustandspunkten 
die Potentiale einander gleich sind, die beiden Phasen mit einander 
im Gleichgewicht sein werden. Bei ein und derselben Temperatur 
gibt es für einen Krystall und seine unterkühlte Schmelze eine 
unendliche Reïhe von je zwei Zustandspunkten, deren Potentiale 
einander gleich sind. Eine Ebene senkrecht zur 6 7-Ebene (Fig.) 
schneidet die £-Fläche des Krystalls und seiner unterkühlten 
Schmelze in 2 Kurven. Für jeden Punkt der einen Kurve gibt 
es einen ihr koordinierten Punkt der zweiten Kurve, welcher der 
Bedingung u, = u’, entspricht. Die Gleichung y, — u, sagt also 
nichts Bestimmtes aus, und durch rechnerische Operationen an 
ihr wird man naturgemäB auch nicht zu einem bestimmten Re- 
sultat gelangen. Will man aber die Behauptung Nigglis aufrecht 
erhalten, daf die Gleichung: uw} — w, den Gleïichgewichtszustand 
charakterisiert, so müfte auch die Phasenregel geändert werden, 
da dann eine Ânderung des Druckes nicht einem, sondern zwei 
Freiheitsgraden des Systems entsprechen würde. 


1) w ist gleich der auf die Masseneinheit bezogenen Funktion 6. 
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Analoges läBt sich auch zur Behandlung des Einflusses einer 
Pressung des Bodenkôrperss, der mit seiner Lôsung im Gleich- 
gewicht sein soll, sagen. Diese Frage ist von J. Niggli in der- 
selben Weise behandelt worden, wie die Frage nach dem Gleich- 
gewicht eines geprefiten Krystalls mit seiner Schmelze. 

Wir haben gesehn, daf die verschiedenen Formeln, welche 
auf verschiedenen Wegen abgeleitet wurden, um den Einflu$ der 
Pressung eines Krystalls auf sein Gleichgewicht mit seiner Schmelze 
darzustellen sich nicht halten lassen, weil bei ihrer Ableitung die 
Gleichgewichtsbedingungen verkannt wurden. 

4. J. W. Gibbs!) und E. Riecke?) haben diese Frage in sach- 
gemäBer Weise und richtiger Fragestellung behandelt. In dem 
sie sich die Frage stellten: wie werden p und T für das Gleich- 
gewicht eines Krystalls mit seiner Schmelze durch einen auf 
den Krystall ausgeübten Zwang beeinfluft? Der Gang ihrer Ab- 
leitungen ist in der Kürze folgender. 

Aus einem Krystall sei in bekannter Orientierung ein Prisma 
von 1 qem Querschnitt und dem Volumen der Masseneinheit ge- 
schnitten. Dieses Prisma wird in seine Schmelze bei der Gleich- 
gewichtstemperatur T und dem Gleichgewichtsdruck » gebracht 
und an den Enden des Prismas wird ein Druck oder Zug von 
X kg/qem ausgeübt, der parallel der Achse des Prismas wirkt. 
Es fragt sich, ob und in welcher Weiïse durch diese Kraft die 
Bedingungen des Gleichgewichts p und T verändert werden? 
Damit nach Anbringung der Kraft X zwischen dem Krystall- 
prisma und seiner Schmelze wiederum Gleichgewicht besteht, 
müssen die Anderungen des thermodynamischen Potentials w- 
oder der 6-Funktion des Krystalls und seiner Schmelze dieselben 
sein. 

Diese Ânderungen sind: 


dé" = —n'àT +0" dp + X dx 
und dé = — 7 dT +0 dp. 

7” und y bedeuten die spezifischen Entropien und v” und v’ 
die spezifischen Volumen des Krystalls und seiner Schmelze, und 
dx ist die Längenänderung des Krystallprismas verursacht durch 
die Kraft X. 

Für das Gleichgewicht des gezwängten Prismas mit seiner 
Schmelze gilt also: 

—(n—n)4T + (v—v")dp— Xdx = 0. 


1) J. W. Gibbs, Thermodynamische Studien S. 236. 
2) E. Riecke, Wied. Ann, 54, $. 726, 1895. 
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Die Arbeit Xdx, die VergrôBerung der potentiellen Energie 
des Krystallprismas, ist immer positiv; denn bei der Wirkung 
des Zuges + X ist dx + und bei der Wirkung des Druckes — X 
ist dx —. 

Es wird also durch Anlegen der Kraft X die Gleichgewichts- 
temperatur erniedrigt werden, so lange 7 > 7" ist, und der Gleich- 
gewichtsdruck wird erhôht werden, so lange v' = v" ist. 

Bei konstantem Druck ist der EinfluB auf die Gleichgewichts- 
temperatur und bei konstanter Temperatur ist der Einfluf auf 
dem Gleichgewichtsdrucke 


AT = Fr Mer ee 


Im Punkte der Gleichgewichtskurve, in dem v'— +” durch den 
Nullwert geht, springt dp von + co nach —co, dT hat aber hier 
einen bestimmten endlichen Wert. ÆEbenso verhält sich 47 im 
Punkte, für den y'—17 — 0 wird, aber dp hat hier einen end- 
lichen, bestimmten Wert. 

Wenn sich also zwei Krystalle derselben GrôBe in Berührung 
mit ihrer Schmelze befinden und der ungezwängte Krystall mit 
der Schmelze im Gleichgewicht ist, so wird der gezwängte Kry- 
stall mit der grüBeren potentiellen Energie, schmelzen und was 
an ihm abschmilzt, wird sich an dem ungezwängten Krystall an- 
legen; dieser Prozef wird zu einem Gleichgewicht führen, in dem 
die potentielle Energie beider Krystalle dieselbe ist, weiïl sich 
durch GrüBenzuwachs die potentielle Energie des ungezwängten 
Krystalls vergrôBert, die des gezwängten aber verkleinert. 

Da die Gleichungen nur für Prozesse, bei denen Gleichgewichte 
geändert werden, gelten, so darf die Kraft X nur bis zur Elasti- 
zitätsgrenze X, des Krystalls gesteigert werden. Bei der Inte- 
gration der beiden letzten Gleichungen hat man das zu berück- 
sichtigen. Führt man diese aus, und setzt 


; E 
Gr 


wo R, die Schmelzwärme gemessen in kg/cm) bedeutet, so er- 
hält man: 


T [Xe 1 Xe 
TÉL Kir W'and\r pb D Rae p Xdx: 
E, Jx =0 DIRE 0 


P 


Bei der Auswertung des Integrals ist zu berücksichtigen, daf 
æ = &X, also 
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CAN E D a 
[Xar — PE 
wo « gleich ist der Längenänderung des Krystallprismas bei der 
Wirkung eines Zuges oder Druckes von 1 kg pro 1 qem, wenn 
das Prisma 1 qem Querschnitt hat und sein Volumen gleich dem 
des spezifischen Volumens des Krystalls ist. 

Bestimmungen von « und X, bei der de d. Schmelz- 
punktes liegen für keïinen Stoff vor. Man darf aber schätzungs- 
weïise annehmen, da X, in der Regel zwischen den Grenzen 10 
bis 100 kg pro qem und « zwischen den Grenzen 0.0001 bis 0.00001 
liegt. 

Wenn T = 300, r, — 30 cal, R, also 1200 kg cm beträgt, 
würden sich für ZT Werte von —0.00012° bis —0.12° ergeben. 
Für Jp würden, wenn v’—v” = 0,05 cbem pro 1 gr ist, Werte 
von 0,02 bis 20 kg pro qem folgen. 

Der Einfluf von Druck- und Zugkräften auf Krystalle, die 
mit ihrer Schmelze im Gleichgewicht sind, beeinfluBt also die 
Gleichgewichtstemperatur und den Gleichgewichtsdruck so wenig, 
daf, auch wenn diese Kräfte bis zur Elastizitätsgrenze der Kry- 
stalle gesteigert werden, dieser Einfluf die Fehler der Bestimmung 
von p und 7’ für den Gleichgewichtszustand nur in seltenen Fällen 
übertrifft. 

Dieses Resultat wird auch durch die Erfahrung bestätigt 1. 
Bringt man Eis unter einen nicht dicht schliefenden Kolben und 
übt auf diesen mittelst eines Hebels einen Druck aus, so beginnt 
das AusflieBen des Eises bei einem ganz unbestimmten Druck, der 
in hohem Mafe vom Querschnitt der AusfluBôffnung abhängt. Eine 
plôtzliche Senkung des Kolbens unter Ausfluf der ganzen unter 
dem Kolben vorhandenen Eismenge tritt erst ein, wenn der 
der Temperatur 7 entsprechende Gleichgewichtsdruck » erreicht 
wird. Hierbei schmilzt offenbar das Eis und das ausgeflossene 
Wasser krystallisiert dann unter dem Druck p — 1 kg/em?. Zu 
erwarten ist, daB das Schmelzen des gezwängten Eises unter dem. 
undichten Kolben bei einem etwas kleineren Druck als dem Gleich- 
gewichtsdruck p eintreten wird, aber dieser Unterschied liegt wie 
die Schätzung dieser Differenz lehrt, innerhalb der Versuchsfehler. 
Bei meinen Versuchen zwischen 600—2100 kg/cm°? unterschied 
sich der Druck, bei dem ein sturzartiger Niedergang des undichten 
Kolbens gefunden wurde, um 48 kg/em? im Mittel von dem Gleich- 


1) Ann. d. Physik 7, 209, 1902 u. ,Krystallisieren u. Schmelzen“ 167—181. 
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gewichtsdruck des Eises mit Wasser. Der EinfluB den die Zwän- 
gung der Eiskrystalle bis zu ihrer Elastizitätsgrenze auf den 
Gleichgewichtsdruck ausübt, ist jedenfalls kleiner als der Fehler 
der Bestimmungen des Drucks, bei dem unter undichtem Kolben 
das Schmelzen des Eises eintritt. 

Das Fliefen krystallinischer Konglomerate ist übrigens mi- 
kroskopisch bis ins Einzelne verfolgt worden. Es hat sich er- 
geben, da durch Bildung von Gleitflächen die Krystalle in kleine 
Polyeder oder dünne Lamellen geteilt werden, die sich beim 
Fliefen gegen einander verschieben. Die Gleitflächenbildung ist 
die Ursache der Plastizität der krystallinischen Stoffe. Mit dieser 
Erkenntnis ist die Hypothese partiellen Schmelzens beim Fliefen 
krystallinischer Stoffe, die auch vom Standpankt der Gleich- 
gewichtslehre sich nicht halten läft, überflüssig geworden. 


Die Krümmung der Gleichgewichtskurven von 
Einstoffsystemen. 


Von 


G. Tammann. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 30. Januar 1915. 


Die Gleichgewichtskurven zweier Phasen auf der p-T-Ebene 
kônnen als die Projektionen der Schnittlinien der £-Flächen beider 
Phasen auf die p-T-Ebene betrachtet werden. 

Wenn also die Gleichungen der beïden £-Flächen gegeben sind, 
so folgt aus ibnen die Gleichung der Gleichgewichtskurve, indem 
man die beiden £&-Werte einander gleichsetzt. 

Die Gleïichungen der beiden £-Flächen sind im' allgemeinen 
nicht bekannt. Es lassen sich aber die Anderungen der Abstände 
von der xy-Ebene einer jeden Fläche für eine sehr geringe Aus- 
dehnung um einen ihrer Punkte durch eine Gleichung der Form: 


d,2 d,2 1 /d,z d z dz 
CEA DE dx + —— os dy + — (SE d+2 es dedy+ x sw] + 


wiedergeben. 

Ersetzt man hier + das eine Mal durch éxs das andere Mal 
durch £,, die &-Werte der beiden Phasen, führt für x und y die Va- 
riabeln p und T ein und berücksichtigt die Gleichungen: 


_ Mer 22 ) BIENNE at 
1) te 2) TES y 8) dp” spy dp J 
en d,v mu BE CRUE 
© par ar ont he ir 


so erhält man: 
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dé, = v,dp—maT+ ES apper pdpar-ar|+. 
dé, = v,dp — n,4T + : E 70 dp° + 2 in dp aT — - ar|+.. 


Für die Schnittkurve der beiden £&-Flächen gilt dé, — dé, Sub- 
trahiert man beide Gleichungen, um dé zu eliminieren, so erhält 
man die Gleichung der Gleichgewichtskurve, die der Projektion der 
Schnittlinie beider £-Flächen auf die p-7-Ebene. Setzt man der 
Abkürzung wegen v,—v, — 4v, —(n,—",) = —4n und Cy — Cp 
— AC,, so folgt: 


AM 1 [d,4v dp dv dT AC, | : 
rer a tan aar LE 


Die Gleichung der Projektion der Schnittlinie beider 6-Flächen 
wird also bestimmt durch die Winkel, unter denen sich die beiden 
€&-Flächen in ihren beiden Hauptschnitten schneiden, und durch die 
Differenzen der die Kriümmung der beiden é6-Flächen in ihrer 
Schnittlinie bestimmenden Stücke. 

Die Anwendung der Reïhenentwicklung von Taylor auf die 
Kurve T = f(p) ergibt: 


: aT 1ÈT 
ATE= di 4p P+5 PP Ra AS 
Der Vergleich der beiden letzten Gleichungen gibt 
6) LR gd 
dp 4 

und 
D TNA É= À es _ 40 ( d 

dp® _ An dp aT 1 F3 =) 


Da 4n — cn ist, so läft sich 6) auch in der bekannten Form 


“4 
1 À AM COX 
his 
wandlung von der Masseneinheit der Phase 1 in die Phase 2, ge- 
messen in mechanischem Maaf bedeutet; in À, ist die äufere Ar- 
beit mit enthalten. Gleichung 6) gibt in jedem Punkt die Richtung 
der Gleichgewichtskurve an, Gleichung 7) den ihre Krümmung 
bestimmenden 2 Differentialquotienten. 
Berücksichtigt man die Gleichungen 4), so ergeben sich für 


schreiben, wo R, die gesamte Wärme bei der Um- 


®T 


Pr noch zwei andere Ausdrücke : 
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dT 1 ÉE 7 AV un () — (Te) 


dé Anl dp dp \& T \ap 


) FT _ 1 [ado CAT Cr 40 (42)| 
Pre dT \dp dp \dp T æ) 4 


In Gleichung 9) stellen die beiden ersten Glieder der rechten 
Seite den Einfluf der Ânderung von Zv und die beiden zweiten 
Glieder den von Zn auf den zweiten Differentialquotienten der 
Gleichgewichtskurve dar. Zur Gleichang 9) kann man natürlich 
auch durch Differentiation der Gleichung 6) nach p gelangen. 

Der Weg, der uns zur Formel 7) führte, führt auch zur 
Formel : 


LEE nie ( ob 4v dp _ AC, 
WT UC ACAUE dp VAT dEaT sh | 
2 
Das Vorzeichen von D bestimmt die Art der Krümmung 


der Kurve T = f{(p); ist Te + so ist die Kurve konvex zur 


p-Achse und ist 


Ve , So ist die Kurve konkav zur p-Achse ge- 
2 

krümmt. Der Wechsel des Vorzeichens von — wird vor allem 
durch den der Grüfe Zn bedingt, welcher auch den von _ nach 
sich zieht. Da bei diesem Vorzeichenwechsel _. von +00 zu —0co 
geht, so treten in Gleichung 7) hierbei zu viele unendliche Glieder 
dT 
ap? 
beurteilen zu kônnen. Wir wollen uns dadurch helfen, daB wir 
aT @T 


für 7 — 0 nicht die Werte + und HR der Gleichgewichts- 


verschiedener Ordnung auf, um den wirklichen Wert von 


kurve betrachten, sondern die Werte Le und _n , wir denken 


uns also die Gleichgewichtskurve um 90° gedreht. 

Auf einer in sich geschlossenen Gleichgewichtskurve muf 77 
in zwei Punkten derselben durch den Nullwert gehen; es sind das 
die beiden Punkte, in denen die Gleichgewichtskurve von der 
neutralen Kurve Zn = 0 geschnitten wird. In diesen beiden 


Punkten ist D = = 0, und setzt man diesen Wert in 10) ein, so folgt 
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Œpit, SAC, 
UT AN Te 


11) 


Da von den beiden Punkten der bei hôherer Temperatur liegende 
ein Maximum, der andere ein Minimum der Kurve darstellt, so 


2 


muf 


. in beiden Punkten einen endlichen Wert haben, und 
da T und Zv in beiden Punkten bestimmte endliche Werte haben, 
so muf dasselbe, wie aus 11) folgt, auch für ZC, gelten. Es kann 
also die Differenz der beiden spezifischen Wärmen C,,— C,, in den 
beiden Punkten, in denen Z7 durch den Nullwert gehen, nicht 
ebenfalls ïihr Vorzeichen wechseln. Es wird also die Krümmung 
der Kurve nicht durch die GrôBenbeziehung der beiden spezi- 
fischen Wärmen bestimmt. 

In nicht zu weiter Entfernung nach beiden Seiten von den 
beiden Punkten, in denen 77 = 0 ist, muf ZC, auf der Gleich- 
gewichtskurve positiv sein. Denn im Punkte, für den 77 = 0 


und Zv— sind, wird die um 90° gedrehte Gleichgewichtskurve ein 
2 

Maximum haben, es wird also — sein und daher ZC, +, oder 

Cn > Cpy> Dagegen wird, wenn Zn — 0 und Zv + sind, diesem 


dp 


Punkte ein Minimum entsprechen, und daher ar 


also wird 


Ac, wiederum +. 
In den beiden Punkten, in denen die hinreichend ausgebildete 


Gleichgewichtskurve ihre Krümmung ändert, _ durch + co geht, 


hat JC, endliche positive Werte, die spezifische Wärme der aniso- 
tropen Phase C,,, deren Zustandsfeld von der Gleichgewichtskurve 
umschlossen wird, ist also in nicht zu grofer Entfernung von jenen 
beiden Punkten kleiner als die spezifische Wärme, C,,, der anderen 
Phase. Bei tieferen Temperaturen kann dann ein Vorzeichen- 
wechsel von ZC, eintreten, so daf nach beiden Seiten vom Mini- 
mum der Gleichgewichtskurve C,, < C,, ist, docb ist auch das nicht 
notwendig. Siehe hierüber die allgemeinen Bedingangen für das 
Auftreten zweier Gleichgewichtstemperaturen bei demselben Druck 
(Thermodynamik I. Ann. d. Physik 36. 1040, 1911). 

Für die beiden Punkte der Gleichgewichtskurve, in denen sie 
von der neutralen Kurve, auf der Zv — 0 ist, geschnitten wird, 
ergibt sich ein analoger eïngliedriger Ausdruck für D Setzt 
man in Gleichung 7), da in diesen beiden Panxten Zv — 0 ist, 
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aT HE 
Fe 0, so ergibt sich: 
2 
12) . Re 


dp An dd 


Im Maximum und Minimum der Gleichgewichtskurve hat also 
d, Av 


Fa einen endlichen negativen Wert. 


Wenn für einen der ausgezeichneten Punkte der Gleichge- 


2 2 
wichtskurve der Wert _ oder _. auf Grund ihres Verlaufes 
ermittelt ist, so lassen sich mit Hilfe der Werte Zv oder Zn die 


experimentell schwer zu ermittelnden Werte JC, oder ca be- 


rechnen. 


Die einzelnen Gruppen der Gleichgewichtskurven. 


1. Für die Dampfdruckkurven ist erfahrungsgemäf _… 
immer —, Da in den Punkten dieser Kurven, soweit die Erfah- 
rung reicht, de Lis + und ZC, — sind und aus 7) die Beziehung: 

d, A0 3 24, Av ) _ 46 ) 0 
dp aT \dp T \dp 
dy AV 
dp 


beiden anderen Glieder überwiegen. 

Bei den Sublimationskurven liegen die Verhältnisse ganz ähn- 
lich, nur ist hier die Differenz ZC, kleiner und ïihr Vorzeichen 
mag wechseln. Jedenfalls bestimmt auch bei den Sublimations- 


kurven das negative Glied da ne die Krümmung. 

Im kritischen Punkt, dem Ende der Dampfdruckkurve, hat 
La den unbestimmten Wert AE U und da hier die Aus- 
dp dp 0 
drücke _. ; Le und “ verschwinden, so hat 5 wie 
aus 7) folgt, ebenfalls den unbestimmten Wert _ Der kritische 


Punkt ist also die Spitze der Dampfdruckkurve. 
2. Für die Schmelzkurven, von denen bisher Stücke des ersten 
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und zweïiten Quadranten (Eis I, Na: Cr O1+10aq u. Bi) bestimmt 
wurden, lassen sich diese Stücke als die von in sich geschlossenen 
Kurven auffassen. 

Für eine in sich geschlossene Schmelzkurve, welche die p- und 
T-Achse nicht schneidet, folgen für ihre durch die beiden neu- 
tralen Kurven bestimmten Quadranten aus der Lage der beiden 
Volumenflächen, v — f(», T) und den beiden Entropieflächen 
n = p(p, T) die Vorzeichen von Zv und Zn der folgenden Tabelle 


und aus diesen die Vorzeichen von Le und Tee 
Tabelle 1. 

Quadrant 1 2 3 4 
20 2r nn A & 
47 Lt 16 si = 
ar 
7 _. - - - 
_ - - _ 


Aus der erfahrungsmäfigen Lage der beiden Volumflächen zu 
einander und den beiden Entropieflächen folgen für die Glieder 
der Gleichung 7) die Vorzeichen folgender Tabelle in den 4 Qua- 
dranten der Schmelzkurve. 


Tabelle 2. 
Quadrant 1 2 8 4 
dy Av ue É le si 
dp 
dp Av /{aT 
Fe et Co ne 
2 k in ei Teil 
ACy (S) » tee Clans 
T \dp auch + sein. 


; | 
Vergleicht man die Vorzeichen von _. (Tab. 1) mit den Vor- 


zeichen der drei Glieder der Tab. 2 und berücksichtigt, daB im 
1te und 2t® Quadranten Z1 +, im 8t% und 4t® 7» — ist, so ersieht 
man, da8 in der Summe der Gleichung 7) die — Glieder in allen 
Quadranten die positiven übertreffen. Es gilt also für alle Qua- 
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dranten : 


d, Av :, dp4v [aT (se) 
anna ht tas M 


Die Erfabrung hat gelehrt, daB für eine Reïhe von Stoffen im 


2 


1 Quadranten der Schmelzkurve von # — 0 bis p — 


dt. 
dd 
3000 kg/cm° einen konstanten negativen Wert hat; diese Kurven- 
stücke lassen sich durch Ausdrücke der Form: 


Ty — Ty=0o = ap — bp’ 

d? 
| D 
hat also hier einen konstanten Wert, was darauf zurückzuführen 
ist, daf die Samme der Gleichung 7) in diesem Druckintervall sich 
“entweder nicht ändert oder grôBere negative Werte annimmt, 
während Zn sich ebenfalls nicht ändert oder wächst. 

Bei Stoffen mit geringer Kompressibilität, bei den Metallen 
sind die gemessenen Stücke der Schmelzkurve geradlinig gefunden 
worden. Bridgman‘) verfolgte die Schmelzkurve des Quecksilbers 
bis 11000 kg/em° und fand für dieses Stück keine merkliche Ab- 
weichung von der geraden Linie, während Zv mit steigendem 
Druck um etwa 10 °/o abnimmt. In diesen Fällen muB die rela- 
tive Abnahme der Werte Zv und Zn dieselbe sein, oder die Summe 
der Glieder von 7) ist über ein weites Druckintervall verschwin- 
dend klein. 


in gutem AnschluB an die Erfahrung wiedergeben. —"0p 


2 
pr mit steigendem Druck ist 
für den ersten und zweiten Quadranten der Schmelzkurve ein we- 
sentlich verschiedenes Verhalten zu konstatieren. 

®T 
dp? 
kleïneren negativen Werten, im zweiten Quadranten aber zu grôBeren . 
negativen Werten. 

Meïne provisorischen Bestimmungen des Verlaufs der Schmelz- 
kurven im ersten Quadranten bei Drucken über 3000 kg/em° bis 
gegen 10000 kg/cm* ergaben, da8 die Kriümmung der Schmelz- 
kurven für die 6 untersuchten Stoffe in diesem Druckintervall 
sehr viel geringer ist als im Druckintervall von 0—3000 kg/cm'?). 


Betreffs der Ânderung von _. 


Im ersten Quadranten geht mit wachsendem Druck zu 


1) Proceedings American Acad. of Arts and Sciences 47, 393, 1911. 
2) Krystallisieren u. Schmelzen $. 92—100. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 1. ) 
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Dieses Resultat ist neuerdings durch die Messungen Bridgmans!) 
von 10 Schmelzkurven bestätigt worden. 

An ändert sich bei diesen Stoffen mit wachsendem Druck nur 
wenig. Es muf also der Gesamtwert der Klammer in Gleichung ?) 
mit wachsendem Druck kleinere negative Werte annehmen. 


Anders liegen die Dinge im 2** Quadranten der Schmelzkurve. 
Hier sind die Glieder der Gleichung 7) sämtlich —, und da dE 


mit wachsendem Druck von kleineren zu grô$eren negativen Werten 


geht und Z7 hierbei abnimmt, so wird ——- se. mit wachsendem Druck- 


dp DS 
von kleineren zu grôferen negativen Werten gehen, wenn sich 
her ré and. 2 nicht erheblich ändern. In der 


por aT T' 
Tat lehrt die Erfahrung, daB auf den Schmelzkurven des Eises 


und des Na CrOi + 10 aq “aa 


Pr mit wachsendem Druck grôfere ne- 


gative Werte annimmt. 

Aus dem Vorzeichenwechsel des Gliedes 2 ue ( i 
Maximum der Schmelzkurve folgt, daf die Schmelzkurve in der 
Nähe ihres Maximums nicht symmetrisch zur Senkrechten auf die 
p-Acbse, welche durch das Maximum der Schmelzkurve geht, ver- 
läuft. Im zweiten Quadranten wird sich die Schmelzkurve zu dieser 
Scheitellinie in gleichen Abständen von ihr stärker krümmen als 
im ersten Quadranten, weil im ersten Quadranten das positive Glied 
2 + (T5 den negativen Wert von Lie verkleinert, im zweiten 

aT.: \ di dp 

aber, nachdem es selbst negativ geworden ist, vergrôfiert. Der 
Verlauf der Schmelzkurve des Na: SO4 + 10aq bestätigt diese Fol- 
gerung. Allerdings schmilzt das Na SOi+ 10aq nicht zu einer 
homogenen Flüssigkeit, sondern spaltet beim Schmelzen eine geringe 
Menge Na SO: ab. Aber innerhalb der geringen Temperatur- und 
Druck-Intervalle, um die es sich hier handelt, ist der Einfluf von 
p und T auf ÂAnderungen von Zv und Z7 in Folge einer Lôslich- 
keitsänderung des Na SO4 zu vernachlässigen. 

Zeïchnet man nach den Angaben von E. A. Block”) Tab. 29 
die Schmelzkurve des Na2:SO:+10aq, so ermitteln sich für die- 
selben Temperaturen die folgenden beiden Gleichgewichtsdrucke : 


1) Physical Review 3, 126, 1914. 
2) Z$. f. phys. Chemie 82. S. 432. 1918. 
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Gleichgewichtsdrucke 
des 1i" des 2f° Quadranten 
Maximaler Schmelzpunkt bei 32.83° und 500 kg/em° 
32.809 300 600 
32.750 150 735 
32.70! 1 780 


Differenzen der beiden Gleichgewichtsdrucke gegen den Druck des 
maximalen Schmelzpunktes 


32.80° + 150 — 100 
32.7D° + 850 — 230 
32.70° + 499 — 280 


Bei symmetrischem Verlauf der Schmelzkurve gegen die Scheitel- 
linie ïihres Maximums wären die Differenzen bei derselben Tempe- 
* ratur von verschiedenen Vorzeichen einander gleich. Man er- 
sieht, daf im 2f* Quadranten die Gleichgewichtstemperatur bei 
gleicher Drucksteigerung schneller fällt, als sie im 1t* Quadranten 
steigt. 


8. Eine Anwendung der Regel über die Krüimmung der Schmelz- 
kurven auf die Gleichgewichtskurven zweier anisotroper Phasen 
(die Umwandlungskurven) stô8t auf Schwierigkeiten. 

Bei den Schmelzkurven kann über die Ordnungszahl des Qua- 
dranten, dem das vorliegende Stück der Kurve angehôrt, kein 
Zweïfel herrschen, wenn die Vorzeichen von Zv und Zn bekannt 
sind, da die Lage der beiden Zustandsfelder bekannt ist. Das 
Zustandsfeld der anisotropen Phase wird von dem der isotropen 
umschlossen. Für die Umwandlungskurven kann aber, besonders 
wenn von ihnen nur kurze Stücke existieren, die Lage der beiden 
Zustandsfelder in jenem Sinne nicht angegeben werden, daher ist 
dann auch die Ordnungszahl des Quadranten, dem das bekannte 
Stück angehôrt, unbekannt, und die Krümmungsregel der Schmelz- 
kurven kann dann nicht geprüft werden. 

Diese Regel hat wahrscheinlich für die Umwandlungskurven 
keine allgemeine Gültigkeit, auch das Vorzeichen von 20, ist, wie 
wir gesehen haben, mit der Art der Krümmung der Eléicheewichiss 
kurve nicht verknüpft. 


Wir kennen 3 Umwandlungskurven, für die sich ne und - 


Det ergeben haben. Es sind das die Umwandlungskurve des 


5 * 
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Jodmethylens (1, 4”), die des Ammoniumnitrats (III, IV)?) und die 
des monoklinen und rhombischen Schwefels ©). 

Für die erste dieser Kurven ist von den Gliedern der Glei- 
chung 7) keines bekannt. 

Für die zweite ist (y, — Cy, — 0.855 — 0.407 4), Ze, also —. Die 
spezifische Wärme der bei hôherer Temperatur beständigen Form 
ist also hier ausnahmsweise kleiner als die der bei tieferer Tem- 
peratur beständigen. Dieser Umstand begünstigt natürlich einen 
UE 
dp° ‘ 

Für die dritte Umwandlungskurve, die des Schwefels, läBt 
sich die Gleichung 7) qualitativ prüfen, da ihre Glieder angenähert 
bekannt sind. Zu einer quantitativen Prüfung fehlt es aber an 


; s dy 4 “ : 
einer genaueren Kenntnis von à T . Av ändert sich auf der 


+ Wert von 


Umwandlungskurve wenig, man darf daher angenähert setzen: 
dydv , d,4v (E d, Av 40, Se) 


) = 0, es muf also gelten 


dp aT \dp AD TT \ 
É d, Av Av j : 
Setzt man hier PT NT = y: Was jedenfalls angenähert zutreffen 
; Q ! 
wird, und ui un — EURE , So ergibt sich: 


A 425.40. ) 
0.014 = 42.5.0.068.(0.037) — 0.0040,. 

Qualitativ ist also die Gleichung 7) befriedigt, und man ersieht, 

daf, auch wenn C,, > C,, ist, _. sehr wohl + sein kann. 


Auf der Umwandlungskurve der Eisarten I' und IIl'5) geht 77 
bei —43° und 2255 kg/em* durch den Nullwert. Es läft sich 
zeigen, daB die Gleichgewichtskurven in der Nähe dieses Punktes 
nicht symmetrisch zur Scheitelgeraden, die durch den Punkt 


An = 0 geht und senkrecht zur T-Achse steht, verlaufen. e 


geht mit Zy in diesem Punkt durch den Nullwert, und da 
dieser Punkt bei. dieser Betrachtung ein Maximum ist, so muf 


1) 2) 3) Krystallisieren u. Schmelzen S. 2801), 300 ?) und 270$). 
4) Bellati u. Romanese Atti B. Ist. Ven. (6) 4 S. 4. 1886. 
5) Krystallisiereu u. Schmelzen $S. 330. 
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(14 LED “ Ê ; ; dp 

ar _ in der Nähe dieses Punktes negativ sein. Solange AT e 
dy . dp 

ist, ist das Glied 2 (5 ai dr) der Gleichung 10) —, sowie TT — 


wird, wird es +. ue wirkt also dieses Glied, sowie Zn — wird, 
dahin, den negativen Wert _. 
der Kurve zu verkleinern. In der Tat steigt die Umwandlungs- 
kurve der Eisart I’ und IIT’ mit sinkender Temperatur schneller 
zu hôheren Drucken an, als sie zu kleineren Drucken fällt. 


und damit auch die Krümmung 


Zerstreuung von Rôntgenstrahlen. 


Von 
P. Debye. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 27. Februar 1915. 


Die neuere Entwicklung unserer Ansichten über den inneren 
Aufbau der Atome hat uns gezwungen Elektronenbewegungen als 
môglich anzuerkennen, die trotz sehr grofier Beschleunigungen 
keine Energie ausstrahlen. So müssen wir z. B. im Innern eines 
Wasserstoffmoleküls zwei Elektronen annehmen, welche stets ein- 
ander gegenüberliegend in einem Kreise von 1,05.10* cm Durch- 
messer mit einer Winkelgeschwindigkeit @o — 4,21 .10" . um- 
laufen‘). Berechnet man das von dieser Bewegung erzeugte Feld 
auf Grund der Maxwell-Lorentzschen Gleichungen der Elektro- 
dynamik, dann ergibt sich für die in einer Sekunde ausgestrahlte 

8, Dem steht näm- 

sec. 
lich gegenüber, daB die kinetische Energie der beiden Elektronen 
sich nur auf 4,1.107" erg beläuft, sodaf man auf Grund sonst an- 
erkannter Prinzipien zu dem Schlusse käme, daB sich ein Wasser- 
stoffmolekül in etwa 107 sec. durch seine eigene Strahlung zer- 
stôren müfte?). Wir müssen also notgedrungen die Bewegung in der 
obigen durch die k-Hypothese bestimmte Bahn, in schroffem Wider- 
spruch mit sonst anerkannten Prinzipien, als strahlungslos ansehen. 

Andererseits gelingt es die gewôhnliche Dispersion auf Grund 
des obigen Modells vollständig zu beherrschen, ohne daf es nôtig 
wird, die bekannten Grundlagen der Mechanik und Elektrody- 
namik zu verlassen. Schon hieraus folgt, da Stôrungen der von 


Energie der ,enorm grofe“ Wert 49.10" 


1) Die Konstitution des Wasserstoff-Moleküls. Sitzber. d. K. B. Akademie 
d. Wiss. Sitzung vom 9. Jan. 1915. . 

2) Diese Zeitdauer erscheint weniger auffallend, wenn man bedenkt, da in 
1078 sec. immerhin 7.107 Umläufe stattfinden. 
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der k-Hypothese geforderten Bahn sich in jeder Beziehung wieder 
vollständig regulär verhalten. Noch klarer tritt diese Tatsache 
hervor, wenn man die von einer auffallenden Welle zerstreute 
Energie selbst zum Gegenstand der Messung macht. So konnte 
bekanntlich J. J. Thomson zeigen, da die von einem Atom zer- 
streute Rôntgenstrahlung genau nach den Gesetzen der Elektro- 
dynamik berechnet werden konnte und so eine Methode erhalten, 
um die Zahl der Elektronen pro Atom experimentell zu bestimmen. 
Bei der Thomson’schen Rechnung wurde einfach die von einem 
Elektron zerstreute Energie ausgewertet und der Gresamteffekt 
erhalten durch Maultiplikation mit der überhaupt vorhandenen An- 
zahl Elektronen. So lange man noch nichts Näheres und Zuver- 
lässiges über die Anordnung der Elektronen in Atomen wufte, 
war man gezwungen sich mit diesem Verfahren zu begnügen. In- 
zwischen äst es aber immer klarer geworden, daf die Anordnung 
der Elektronen im Atom Regelmäfigkeiten zeigt, wie z. B. beim 
” Wasserstoff, wo zwei Elektronen sich stets im konstanten Ab- 
stande von 1,05.107° cm befinden. 

Andererseits ist die Wellenlänge der Rôntgenstrahlen, mit denen 
solche Zerstreuungsversuche gemacht werden, ebenfalls von der 
GrôBenordnung 107 em. Wenn also die Atommodelle mit Elek- 
tronenringen überhaupt der Wirklichkeiït entsprechen, dann wird 
man erwarten müssen, daf die Atome selber bei Bestrahlung mit 
Rôüntgenstrahlen eventuell Interferenzen zeigen müssen, die auch 
dann nicht verwischt werden künnen, wenn sie ganz regellos im 
Raume orientiert sind. 

Gerade diese Erscheinung ist aber schon bekannt. Nicht allein 
die von W. Friedrich!) entdeckten Interferenzringe bei amorphen 
Kôrpern, sondern auch die von mehreren englischen Physikern ?) 
gefundene, scheinbar unverständliche Dissymmetrie der zerstreuten 
Strahlung hat meines Erachtens ihren Grund in der eben hervor- 
gehobenen Kommensurabilität. 

Um einen Überblick über das ganze Erscheinungsgebiet zu 
gewinnen, habe ich im Folgenäen die zerstreute Energie und ihre 
räumliche Verteilung berechnet für eine regellos orientierte An- 
sammlung von Atomen, in denen je ein Elektronenring mit einer 
beliebigen Zahl von Elektronen vorkommt. Die Rechnung wurde 
vollständig auf Grund der bisher anerkannten Prinzipien ausge- 
führt. Sie zeigt wie die gesamte zerstreute Strahlung bei langen 


1) Physik. Zeitschr. 14, 1913, S. 317. 
2) Vgl. die Zusammenstellung bei R. Pohl: Physik der Rüntgenstr., Vieweg 
1912, S. 58 u. f. 
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Wellen proportional dem Quadrate der Elektronenzahl ist und die 
Raumverteilung aufweist, welche einem Dipol entsprechen würde. 
Mit abnehmender Wellenlänge nähert sich die Gesamtstrahlung 
immer mehr einem Werte, der nur der ersten Potenz der Elek- 
tronenzahl proportional ist, aber ebenfalls der zum Dipol gehô- 
rigen Raumverteilung entspricht bis auf die nähere Umgebung der 
Eiïnfallsrichtung der primären Strahlung. In dieser Richtung selbst 
bleibt die Strahlung auf alle Fälle proportional dem Quadrate der 
Elektronenzahl und zeigt in der weiteren Umgebung dieser Rich- 
tung Interferenzen, die als Ringe zu photographieren sind. Für 
mittlere Wellenlängen verrät sich die vorhandene Interferenz durch 
eine ausgesprochene Dissymmetrie der zerstreuten Strahlung. 

Gibt man die Wahrscheinlichkeit unsrer Überlegung zu, dann 
scheint mir der experimentellen Untersuchung der zerstreuten 
Strahlung vor allem bei leichten Atomen ein erhôühtes Interesse 
zuzukommen, denn auf diesem Wege mu es dann gelingen, die 
regelmäBige Anordnung der Elektronen im Atom experimentell 
festzustellen und insbesondere die Existenz der Elektronenringe 
direkt zu beweisen und ihre Abmessungen auszuwerten. Versuche 
in dieser Richtung sind in Vorbereitung. 


Zusammenstellung der quantitativen Resultate. 

Es seien im Ganzen pro Atom p Elektronen vorhanden, die 
wir für die in Betracht kommenden Schwingungen als vollständig 
frei ansehen kônnen. Durch die einfallende Welle angeregt wird 
jedes der Elektronen in pendelnder Bewegung versetzt und wird 
dadurch genau so zum Mittelpunkt einer Strahlung wie der ge- 
wôhnlich behandelte Dipol. Berechnet man die Bewegung nach 
der mechanischen Grundgleichung 

Kraft — Masse >< Beschleunigung 
und das ausgestrahlte Feld unter Zugrundelegung der gewüôhn- 
lichen Maxwell-Lorentz’schen Gleichungen, dann findet man in 
groBem Abstande vom Elektron die folgenden rechtwinkeligen Kom- 
ponenten der elektrischen Feldstärke vor: 
: “ (ot — KR 


) 
| ue did £ dk [(a — 1) %n + Pyn + Yén] 
j(ot—KR) . 
(1) ÆE = LE By # E Ci R er LC@ — 1) &n + Byn + En 
U 


; a (ot—KR) 
uc E 


pu [Co — 1)%n + By + Ven] 
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Dabei ist s die Ladung, uw die Masse des Elektrons, c die Licht- 
geschwindigkeit. Die einfallende Welle hat die in die z-Richtung 
fallende elektrische Amplitude E und fällt in Richtung der posi- 
tiven +-Achse eines Koordinatensystems ein, dessen Nullpunkt in 
der Nähe der zerstreuenden Elektronen angenommen ist, ihre Fre- 


quenz ist © und für © ist wie tiblich # gesetzt. %,,%,,2, sind 
€ 


die Koordinaten des #t* Elektrons. Schlieflich ist R der Abstand 
vom Nullpunkt des Koordinatensystems bis zum Aufpunkt, wäh- 
rend die Richtung dieser Verbindungslinie durch die Richtungscos. 
a, B, > charakterisiert wird. 

Die gesamte vom Atom kommende Strahlung bekommt Am- 
plituden, die aus (1) hervorgehen, indem über # von 1 bis p sum- 
miert wird, wenn p die Elektronenzahl bedeutet. In der Form 
dieser Sammen kommt schon die Interferenz der von den einzelnen 
Elektronen zerstreuten Strahlung zum Ausdruck. 

à Nunmehr ist es ein leichtes, das zeitliche Mittel des Quadrates 
der Amplitude und damit ein MaB für die Intensität der zer- 
streuten Strablung zu bilden. 

Läft man schliefilich die Annahme über die Polarisation der 
einfallenden Welle fallen, die im Obigen dadurch zum Ausdruck 
kam, da wir E parallel der z-Achse angenommen haben, indem 
man nunmehr E jede Richtung in der y-:-Ebene annehmen läft, 
dann kommt man zu folgendem Resultat: Das Verhältnis v der 
im Abstande À in der Richtung «, , y beobachtbaren von einem 
Atom bherrührenden Intensität zur auffallenden wird durch die 
Formel 
c PARENT TE ik [(œ—1) (ty —Xy n —Ym x —2 
(2) v — re à 22 La —1) (tn —%m) + 8 (Un — Ym) + 7 (& 
dargestellt. Die Summen gehen über die im Atom vorhandenen 
. Elektronen, also in # und » von 1 bis p. 

In (2) ist noch eine ganz bestimmte Lage des Atoms in Bezug 
auf den einfallenden Strahl angenommen. Bei einem amorphen : 
Kôrper, für den wir uns hier an erster Stelle interessieren, werden 
alle môglichen Orientierungen vorkommen, soda man, um zur be- 
obachtbaren Intensität zu gelangen (2), noch über alle môglichen 
Orientierungen mitteln und dann erst nachträglich mit der Gresamt- 
zahl N der primär beleuchteten Atome multiplizieren muf. 

Nennt mans, den Abstand vom nt* zum mm‘ Elektron, dann 
führt diese Mittelung die Doppelsumme aus (2) über in den Ausdruck: 
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+ sin (2, mSin 5 


2 
ue L2ks, A Es ÿ| 


wenn noch mit & der Winkel zwischen Einfalls- und Beobachtungs- 
richtung bezeichnet wird. Somit lautet die Endformel für das 
Verhältnis V der von dem beleuchteten Stück des Küôrpers in der 
Richtung # zerstreute Intensität zur auffallenden: 


; Hoi 
Wei LL 008 8 1 sin[2hs, sin 5 


6) V= 2 Ë b. 
# M el re 

n,m » 
Will man dieses Verhältnis genauer diskutieren, dann mu jetzt ° 


natürlich noch eine Angabe über die Anordnung der Elektronen 
im Atom gemacht werden. In Zusammenhange mit den im Innern 
der Atome auf guten Gründen vermuteten Elektronenringe führen 
wir als Anordnung eben einen Elektronenring vom Radius & ein, 
auf dem in aequidistanten Abständen im Granzen p Elektronen an- 
geordnet sind. Man überzeugt sich dann leicht, daf der Ausdruck 
(3) übergeht in 

n—p-1 sin|4ta sin 7 sin . 


[da sin? sin 5 
p 2 


’ Ne 1+cos# p 
3 Per 
Brune ur 0? 2 3 AE 


Mit dieser Formel ist die vorgelegte Frage beantwortet. Ist » 
und das Verhältnis von a und der auffallenden Wellenlänge 4 be- 


kannt, dann ist, da ka — 2x — ist, durch (3) die zerstreute In- 


tensität als Funktion des Parameters p und der Beobachtungs- 
richtung # dargestellt. 
Die Abhängigkeit von ® wird gemessen durch zwei Faktoren. 
Der erste 
1 + cos’ à 
2 ? 


der senkrecht zur Eïinfallsrichtung nur halb so groB ist wie in 
der Einfallsrichtung, ist langsam veränderlich und entspricht dem 
Umstande, daB ein geladenes Teilchen in Richtung der Beschleu- 
nigung nicht strahlt. Der zweite durch die Summe dargestellte 
Faktor mift die Interferenzen der von den Eïinzelelektronen aus- 
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gehenden Sekundärwellen. Die Summe ist deshalb der Bestand- 
teil von (3'), der uns wesentlich interessiert, wenn auch nicht un- 
erwäbnt bleiben soll, daB tatsächlich aus den bekannten Werten von 
N, &, u und c ohne weïteres auf die Übereinstimmung des berech- 
neten Wertes von V mit den experimentellen Daten geschlossen 
werden kann, was die Grôfenordnung des Effektes anbelangt. 
Für kleine Elektronenzahlen p ist die Reïhe sehr einfach, bei 
Wasserstof wäre sie z. B. ! 


sin [da sin 5 
io ns 2 
La sin +. 
| 2 


je mehr Elektronen im Ringe vorhanden sind, um so grüfier wird 
die Gliederzahl und die Ubersichtlichkeit leidet. Stets zeigt aber 
die Summe als Funktion ihres Argumentes @ — Aka sin & be- 
trachtet Maxima und Minima, die mit wachsendem Argument schnell 
an Amplitude abnehmen. Sogar im Grenzfalle p — co wird das 
nicht anders, wie daraus hervorgeht, daB man im Limp — © für 
die Summe die Darstellung 


ut sin Lesin | 
> . 
n = 0 | : a] 
o sin — 
p 


erhält, in der J,(o) die Bessel’sche Funktion 0t* Ordnung bedeutet. 
Zwei Grenzfälle sind noch besonders hervorzuheben. 


1% 4/0 
D al (e)de 


dd 1=="a) d'h'ta =ZT 
Jedes Glied der Summe wird gleich 1, die ganze Summe also 
gleich p. Die zerstreute Energie wird demnach dem Quadrate 
der Elektronenzahl proportional. 


ba) he == 1 

Mit Ausnahme des ersten Gliedes, das stets den Wert 1 hat, 
verschwinden alle anderen Gdieder für nicht zu kleine Werte von #. 
Die Gesamtstrahlung wird demnach jetzt nur der ersten Potenz 
der Elektronenzahl proportional. In unmittelbarer Umge- 
bung der Einfallsrichtung indessen bleibt der Einfluf aller Glieder. 
Hier entstehen nunmehr Interferenzen, die auf der photographi- 
schen Platte als Ringe erscheinen und die wir mit der schon 
von Friedrich experimentell gefundenen Interferenzerscheinung an 
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amorphen Kôrpern identifizieren. Tatsächlich weist nicht allein 
die Tatsache darauf hin, da es nur bei Paraffin und ähnlichen 
Kôrpern, die viel Wasserstoff enthalten, gelang, wirklich Ringe 
zu photographieren, was unsrer Ansicht nach in dem verhältnis- 
mäBig grofen Radius des Elektronenringes bei Wasserstoff seine 
Begründung findet. Auch die wesentliche Abhängigkeit der Er- 
scheinung von der Härte der primären Strahlen wird durch die 
stark hervortretende Abhängigkeit unsrer Summe von dem Werte 


von ka — 2x + demonstriert. 


Zum Schlusse haben wir noch in einer Figur dargestellt, wie 
die Interferenzerscheinung sich allmählich bei abnehmender Wellen- 


° Ve N/2 3/4 & T 
länge der primären Strahlung ausbildet und zwar ist als zerstreuende 
Substanz Wasserstoff angenommen, den man sich etwa in flüssiger 
Form zum Experiment verwendet denken môge. Die Kurven I, 
IT, IIL, IV entsprechen den Werten: 4ka —0, 4ka = 2,5, 4ka = 10, 
Aka — 40 und stellen die zerstreute Intensität als Funktion von 
# dar. Man sieht, wie deutliche Ringe erst bei der Kurve IV zu 
Stande kommen und wie die Strahlung in Richtung der einfallenden 
Welle stets proportional »° ist, während die Strahlung in ent- 
gegengesetzter Richtung schon bei verhältnismäfig langen Wellen 
nur mehr p selbst proportional bleibt. Auferdem läft die Figur 
erkennen, wie die Unsymmetrie der Zerstreuung den Übergang zu 
den Friedrich’schen Beugungserscheinungen bildet und an sich schon 
genügt, um die Kommensurabilität der Elektronenabstände und der 
benutzten Wellenlänge darzutun. 


Gôttingen, 25. Februar 1915. 


* 


Die Isomorphie der Invariantenkôrper der endlichen 
Abel’schen Gruppen linearer Transformationen. 


Herrn F. Mertens in grôBter Verebrung zum 75. Geburtstage. 


Von 
E. Fischer. 


Vorgelest von D. Hilbert in der Sitzung vom 13. Februar 1915. 


Es sei $ eine endliche Gruppe von k linearen (homogenen) 
Transformationen À,,... 4, (mit nichtverschwindenden Determi- 
nanten) der n Variablen x,,...x, Unter den absoluten Inva- 
rianten der Gruppe $ verstehen wir diejenigen rationalen Funk- 
. tionen y der # Variablen, welche bei jeder der » Transformationen 
in sich übergehen. Dabei lassen wir, der einfacheren Darstellung 
wegen, als Koeffizienten beliebige komplexe Zahlen zu. Demnach 
hat auch jede komplexe Zahl c selbst als eine absolute Invariante 
zu gelten. 

Die absoluten Invarianten der Gruppe $ bilden einen Kôrper. 
Wir wollen ihn hier kurz den Invariantenkôrper der Gruppe 
$ nennen. 

Unter dem Isomorphieproblem des Invariantenkôr- 
pers verstehe ich nun die folgende Fragestellung : 

Welche Beziehung mu zwischen zwei endlichen 
Gruppen $ und $' von linearen Transformationen der 
n Variablen x,,...x4, bestehen, damit ihre Invarianten- 
kôrper 8 und $' isomorph sind? 

Dabei heifen 8 und À’ isomorph, wenn es môglich ist zwischen 
den Funktionen y des Kôrpers ® und den Funktionen y’ des Kür- 
pers R’ eine solche umkehrbar eindeutige Zuordnung herzustellen, 
daf die Beziehungen bestehen: 


(+) = pit, (ap) = pp, =, 
worin c die Konstanten bedeutet, 
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In der vorliegenden Arbeït wird das Problem für den Spezial- 
fall der Abel’schen Gruppen gelôst. Das Resultat lautet: 

Die Invariantenkôrper aller endlichen Abel’schen 
Gruppen von linearen Transformationen der # Va- 
riablen sind isomorph. 

Da unter den Invariantenkôrpern auch der Kôrper aller ratio- 
nalen Funktionen vorkommt (4 — 1), so kann man den Satz auch 
so aussprechen: 

Für jede endliche Abel’sche Gruppe von linearen 
Transformationen der # Variablen ist der Invarianten- 
kôrper dem Kôrper aller rationalen Funktionen von 
n Variablen isomorph. 

Der Teil des Satzes, welcher die Existenz von n xlzettatsoh 
unabhängigen absoluten Invarianten aussagt, ist bekannt!). Der 
neu hinzutretende Teil kann daher, wenn man unter einer Basis 
des Invariantenkôrpers eine Auswahl von endlich vielen absoluten 
Invarianten versteht, durch welche sich alle übrigen rational dar- 
stellen lassen, folgendermafien ausgesprochen werden: 

Der Invariantenkôrper einer endlichen Abel’schen 
Gruppe von linearen Transformationen besitzt eine 
Basis, welche aus algebraisch unabhängigen Funk- 
tionen besteht, 

oder auch: 

Der Invariantenkôrper einer endlichen Abel'schen Gruppe von 
linearen Transformationen der # Variablen besitzt eine Basis, welche 
aus blof x Funktionen besteht. — 

Ursprünglich hatte ich bei der Stellung des Problems nur 
Permutationsgruppen im Auge. Mit dem so spezialisierten Problem 
hat sich bereits vor mehreren Jahren auf meine Veranlassung 
Fräulein E. Noether beschäftigt, und hat insbesondere für den 
Invariantenkôrper der zyklischen Permutationsgruppe 
durch Rechnung eine aus # Produkten von Lagrange’schen Resol- 
venten bestehende Basis gefunden. Später haben sowohl Frl. Noether 
als ich den Beweis für dieses Resultat in der Weise geführt, daf 
die Lagrange’schen Resolventen selbst als neue Variable 7, ... y, 
eingeführt werden: dann besteht die neue Gruppe aus Transfor- 


mationen B,,...B, mit getrennten Variablen, 
B,: Yi = Baÿis eee Un = PanUn 
(x = 1,...n), und von hier aus läft sich der Beweis durch eine 


leichte Rechnung zu Ende führen. — 


1) Weber, Algebra II, 2. Aufl. $ 58. 
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Ich wende mich nun zum Beweiïse des allgemeinen Satzes. 
a) Wir betrachten zuerst den Fall, daf die gegebene Abel’sche 
Gruppe aus 4 Transformationen mit getrennten Variablen 


. RES : (RES 
À: D Di ca AN = E, 
(x — 1,...h) besteht. Es sei y eine absolute Invariante, die wir 


zunächst als ganze Funktion der Variablen annehmen. Da Trans- 
formationen mit getrennten Variablen jedes einzelne Potenzprodukt 
bis auf einen konstanten Faktor reproduzieren, so kann die In- 
varianz von # nur so zu Stande kommen, daf jedes einzelne Glied 
für sich invariant ist. 

Wir betrachten nun die Gesamtheit aller derjenigen absoluten 
Invarianten w, welche die Grestalt 


p = at... ar 
haben, worin w,,...u, ganze Zahlen = 0 bedeuten. Der beque- 
meren Ausdrucksweise wegen bilden wir noch zu jeder dieser ab- 


soluten Invarianten @ die Linearform 
EL = CAS ge HE 


von % Unbestimmten Ë,,...£,. Unter diesen Linearformen kommen 
die n linearunabhängigen L£,, ... hE, vor, da die Fanktionen x}, ... x! 
absolute Invarianten sind. 

Nun ist das System der unendlich vielen Linearformen £ ein 
Modul, d. h. die Differenz je zweier (gleicher oder verschiedener) 
Formen des Systems gehôrt selbst dem System an. Nach der Re- 
duktionstheorie der Systeme von linearen Formen mit ganzzahligen 
Koeffizienten kann man # linearunabhängige Formen #,,...y, des 
Moduls derart auswählen, daB der Ausdruck 


= ar 
alle Formen des Moduls gibt, wenn a,,...a, unabhängig von ein- 


ander alle ganzen Zahlen durchlaufen. 
Kehrt man von den Formen x zu den absoluten Invarianten 


œ zurück, und entsprechen dabei den ausgewählten Formen £,, ...4, 
die Invarianten w,,... p,, so wird 

a te 
(1) P— Pi... pu” 


Die absoluten Invarianten y, und daher auch alle in den Variablen 
ganzen absoluten Invarianten w, sind daher durch w,, ... w, rational 
darstellbar !). 


1) Daf überhaupt die Reduktionstheorie der ganzzahligen Linearformen auf 
Exponentensysteme angewendet wird, findet sich — wie ich nachträglich 
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Eine in den Variablen gebrochene absolute Invariante aber 
läft sich, wenn man auf Teilerfremdheit von Zähler und Nenner 
verzichtet, als Quotient von ganzen absoluten Invarianten dar- 
stellen. 

Mithin ist jede absolute Invariante eine rationale Funktion 
VOR Di. SIQRE 

b) Es sei eine beliebige endliche Abel’sche Gruppe von li- 
nearen Transformationen der Variablen x,,...æ, gegeben. Nach 
einem bekannten Satze !) kann man durch eine lineare Transfor- 
mation solche neue Variable y, ...y, einführen, daB die transfor- 
mierte Gruppe aus Transformationen mit getrennten Variablen 


ÿ: = Bi Yi … UM = Ben Yn 


(x — 1,...h) besteht. Für solche haben wir den Satz bereiïts be- 
wiesen, mithin gilt er auch für die gegebene Gruppe in den Va- 
riablen æ,, ...4,?). 


bemerkt habe — auch schon bei Frobenius-Stickelberger, Crelle 86. Es handelt 
sich dort um diejenigen Potenzprodukte der Basiselemente einer endlichen Abel’schen 
Gruppe, welche dem Einheïitselement gleich werden (wobei also die Exponenten- 
systeme nicht einem Problem rationaler Darstellbarkeïit (1) dienen, sondern Selbst- 
zweck sind). 

1) Vgl. z. B. J. Schur, Berl. Ber. 1905, pg. 418. 

2) Für nicht-Abel’sche Gruppen kann man wenigstens den folgenden Hilfs- 
satz formulieren, wobei unter relativen Invarianten diejenigen rationalen Funk- 
tionen verstanden sind, welche sich bei den Transformationen der Gruppe bis auf 
konstante Faktoren reproduzieren: Lassen sich alle absoluten Invarianten einer 
endlichen Gruppe linearer Transformationen rational ausdrücken durch alge- 
braisch unabhängige relative Invarianter y, %,..., so lassen sie sich 
auch rational ausdrücken durch algebraisch unabhängige absolute In- 
varianten @i, Paye. 


Ueber die Perioden vierfach periodischer Funktionen. 
Von 
E. Hecke in Gôttingen. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung am 30, Januar 1915. 


Eindeutige analytische Fanktionen von zwei komplexen Va- 
riabeln, welche vier unabhängige Periodenpaare besitzen, sind in 
der Analysis beim Studiam des Jacobischen Umkehrproblems für 
das Geschlecht zwei aufgetreten. Indessen sind die hier müg- 
lichen primitiven Periodensysteme nicht die allgemeinsten, welche 
bei vierfach periodischen Funktionen überhaupt auftreten kônnen. 
Betrachtet man neben den periodischen Funktionen auch noch die 
Modulfunktionen d. h. die Funktionen, die allein von dem Perioden- 
gitter abhängen, und entwickelt nun in Analogie mit den ellip- 
tischen Funktionen eine Transformationstheorie !), so ergeben sich 
hier gewisse Schwierigkeiten, infolge deren diese Theorie bei 
weitem nicht die Einfachheit besitzt, welche der klassischen 
Theorie zukommt. Die hier auftretenden ,Bilinearrelationen“ 
zwischen den Perioden werden seit Riemann stets in einer ka- 
nonischen Form angenommen, grade das Festhalten hieran er- 
schwert aber den Überblick und schiebt eine Reihe wichtiger 
Fragestellungen von vornherein bei Seite. 

Humbert?) hat nun in einer Reïhe von Arbeiten .-gezeigt, 
wie die Theorie der prinzipalen Transformation auf speziellere 
Periodensysteme führt, für welche dann eine Reïhe merkwürdiger 


1) Vgl. etwa Burkbardt, Grundzüge einer allgemeinen Systematik der hyper- 
elliptischen Funktionen 1. Ordnung. Math. Ann. 35 (1890). 
2) Humbert, Sur les fonctions Abéliennes singulières, Journ. de Lionville, 
Sér. V, T. 5, 6, 7, 9, 10 (1899—1904). 
Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math,-phys. Klasse. 1915. Hett 1. 6 
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Gesetze gilt. Die Funktionen des zugehôrigen Periodengitters 
gehen hier in Modulfunktionen von zwei Variabeln über, deren 
Gruppe eine auferordentlich einfache Struktur hat. Unabhängig 
hiervon waren bereits Picard!) und Hilbert zu diesen Funktionen 
gelangt, und Hilbert hat, wie von Blumenthal?) in einer Arbeiït 
ausgeführt worden ist, zuerst in grofer Allsemeinheit das hier 
zugrunde liegende Problem erkannt und den Weg zur Lôsung 
angegeben. Ich) habe sodann gezeigt, daf im Falle von zwei 
Variabeln diese Funktionen einer ebenso ausführlichen Behandlung 
zugänglich sind wie die elliptischen Modulfunktionen, und daf 
vor allem diese Funktionen zahlentheoretische Eigenschaften von 
prinzipieller Bedeutung besitzen, welche ebenfalls zu denen der 
elliptischen Funktionen in Analogie stehen. Die Durchführung ist 
mir allerdings nur für spezielle Fälle gelungen, wobei man eine 
Reïhe wesentlicher Schwierigkeiten umgehen kann. 

Es zeigt sich nun, daf sich in der einfachsten Weise diese 
Schwierigkeiten allgemein überwinden lassen, wenn man von vorn- 
herein von den allgemeinsten vierfach periodischen Funktionen 
ausgeht, nicht von den speziellen Jacobischen Umkehrfunktionen, 
und da hierdurch gleichzeitig sowohl die Theorie von Humbert 
wie auch die allzemeine Transformationstheorie auBerordentlich 
an Einfachheit und Durchsichtigkeit gewinnt. Die von Hilbert 
eingeführten Periodensysteme erscheinen dabei als die eigentlich 
bedeutungsvollen, man erhält von diesen aus den besten Einblick 
in das Wesen der vierfach periodischen Funktionen. 

Im Folgenden entwickele ich die allgemeine Theorie der 
Periodensysteme von vierfach periodischen Funktionen unter diesem 
Gesichtspunkt. Ich bediene mich dabei einer geometrischen Deu- 
tung durch die Begriffe der Liniengeometrie, wobei einem Perioden- 
system eine Grade im dreidimensionalen Raum entspricht und die 
»Periodentransformationen“ dann projektive Transformationen des R, 
bedeuten, die gewisse lineare Strahlenkomplexe oder Kongruenzen 
invariant lassen. Die ganze Theorie läft sich ohne Weiteres 
auch auf das Grebiet mehrerer Variablen übertragen. 


1) Picard, Sur les fonctions hyperabéliennes. Journal de Lionville, Sér. IV. 
T. 1 (1885). 

2) Blumenthal, Über Thetafunktionen und Modulfunktionen mebhrerer Ver- 
änderlicher. Jahresber. d. deutsch. Math. Ver. Bd. 13 (1904). 

3) Hecke, Hôhere Modulfunktionen und ihre Anwendung auf die Zahlen- 
theorie, Math. Ann. Bd. 71 (1912) und ,Über die Konstruktion relativ Abelscher 
Zahlkôrper durch Modulfunktionen von zwei Variabeln“, Math. Ann. Bd. 74 (1913). 

«+ 


über die Perioden vierfach periodischer Funktionen. 83 


Es handelt sich dabei um die folgenden Fragen: 

Die Weiïerstrasssche p-Funktion besizt zwei unabhängige Pe- 
rioden x, y, sodaf 

pu +a) = p(u+y) = p(u). 

Die allgemeïnste Periode von p(u) hat die Form ax+by, wo 
a, b ganze rationale Zahlen sind. 

Analog suchen wir Funktionen von zwei Variabeln mit vier 
Periodenpaaren. Es soll, unter x, y, x’, y' unabhängige Grôfen 
verstanden, 


fu+a, v+a) = f(u+y,v+y) = f(u, v) 
sein, und das allgemeinste Periodenpaar von f(u, v) soll jetzt 
durch 


; a x +6 y 

a’ z' + f' y! 
‘darstellbar sein, worin aber nun «, B ganze algebraische Zahlen 
eines bestimmten quadratischen Kôürpers sein kôünnen («', B’ die 
konjugierten zu «, B). Die Analogie mit den doppelperiodischen 
Funktionen tritt hierbei in Evidenz. 

Welche Stellung haben nun die Funktionen f(u, v) innerhalb 
der allgemeinsten vierfach periodischen Funktionen? Wie ge- 
staltet sich die Theorie der Teiïlung und Transformation für diese 
Funktionen? Welches sind die zugehôürigen Modulfunktionen ? 

Bezüglich der zweïiten Frage müchte ich nur folgenden Um- 
stand erwähnen, der mit der oben genannten Schwierigkeit zu- 
sammenhängt und den AnlaB zu den nachstehenden Untersuchungen 
gegeben hat: 

Sei » eine ganze Zahl des zugrunde gelegten quadratischen 
Kôrpers. Die Funktion 


u 
pue) = ff, +) 
besitzt dann die Periodensysteme 


ax +By 

DA x + B'y", 
wobei a, 8 ganze durch » teïlbare Zahlen des Kôrpers sind. 
Die Ermittelung der algebraischen Beziehungen zwischen f (u, v) 
und œ(u,v) bildet das Problem der Teilung durch die Zah v 
resp. v'. Ist » nicht rational, so ist bereits dieses Teilungs- 
problem ein singuläres, d. h. nicht bei allgemeinen vierfach 
periodischen Funktionen môglich. Nun stellen wir weiterhin die 

6 * 
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Frage: Gibt es Funktionen g(u,v), deren sämtliche Perioden- 
systeme durch 

a xz+By, 

œ' PA + £’ Y', 
darstellbar sind, worin nun aber « und 8 alle durch ein bestimmtes 
Ideal a des quadratischen Kürpers teilbaren Zahlen durchlaufen ? 
Welche Beziehung besteht zwischen g(u, v) und f{(u,v)? Man wird 
dieses als das Problem der Zeilung durch das Ideal à resp. à’ 
bezeïichnen. Um dieses zu lôsen, muB eine allgemeine Theorie der 
Perioden vierfach periodischer Funktionen entwickelt werden, die 
sich nicht auf die speziellen Jacobischen Funktionen beschränkt. 


1. Eigenschaften der allgemeinen Perioden. . 
Es seien 
1 CA U LA UA 
( ) Un v, Vs Un 


reelle oder komplexe Grüfen. Die Determinanten 2. Ordnung 
dieser Matrix bezeichnen wir mit 


(uv)z = uv, — uv. 

Ferner soll allgemein % die zu w konjugiert imaginäre Grôfe 
bedeuten. Es môge weiter eine eindeutige analytische Funktion 
f(u, v) ohne wesentliche Singularität im Endlichen existieren, die 
vierfach periodisch im eigentlichen Sinne ist, deren Perioden die 
GrüBen (1) sind, wofür also 

f(u+um, 04) = fut), k,= Lu. 

Die Grôüfen (1) sollen rational unabhängig sein, d.h. es be- 

stehen nicht zwei Gleichungen 


4 4 
Z au, = X av; = 0, 

Dit V== 
worin die Koeffizienten ganze rationale, nicht sämtlich ver- 
schwindende Zahlen sind. Damit dann eine solche Funktion 
existiert, ist notwendig und hinreichend!), daB folgende Bedin- 
gangen erfüllt sind : 

1) Die Grôfen (1) genügen einer Gleichung von der Form 


(2) k Z aj(uv)z = 0, 


1) Vgl. Krazér, Lehrbuch der Thetafunktionen (1903) S. 119. 
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worin die a, ganze rationale Zahlen mit 
Ag = — y 
sind, die nicht sämtlich verschwinden, im übrigen aber beliebige 
Werte haben dürfen. 
2) Die Hermitesche Form 
(3) k,, æ, TT k,, Lits t LA LA mr Ko Lo ZT, 
ist eine definite Form. Hierbei ist gesetzt 
1 À il 
k, — Vi 2% (au) k, — V=i D aix (© U)x 
k, bg, (av) k RIRE (üv) 
21 Vi (1 ik 22 ei ik 1% ° 
Die Summationen sind über à, & — 1, ... 4 zu erstrecken. 
.Indem wir eventuell alle a, durch —a;, ersetzen, wodurch die 
Richtigkeit der Gleichung (2) nicht alteriert wird, kônnen wir es 
erreichen, daB die Hermitesche Form (3) eine positiv definite Form 
wird. Sie läBt sich auch so schreiben: 
1 


Qui 2 © ©), WOTiN ©, = L,U;+X,0, 

Wie wir nachher noch zeigen werden, folgt aus (1) und (2) 
bereïts, daf die Determinante |a,| 4+ 0. Wir nennen (1) ein pri- 
mitives Periodensystem der Funktion f, wenn jedes Paar zu- 
sammengehôürige Perioden von f die Form 


4 
> Ou; 
ii 
4 
> uv 
Dsl 
hat, worin a,, ... a, ganze rationale Zahlen bedeuten. 
Ein Periodensystem 
CORNE TT 
cbr a Le 


ist dann und nur dann wieder ein primitives System für die 
Funktion f(u, v), wenn 2 >< 4 Gleichungen bestehen: 


4 
VA GE: > Qim Um 
m1 
(4) el 
| LH Aus cu <ONS UE (D Era A à 
M "1 
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deren Koeffizienten ganze rationale Zahlen mit der Determinante 
+ 1 sind. Wenn zwischen zwei GrôBensystemen (#, v) und (u', v’) 
eine Beziehung wie (4) besteht, nennen wir sie äquivalent, sofern 
noch die Determinante + 1 ist. 

Die transformierten Perioden w',v’ genügen einer Bilinear- 
relation, deren Koeffizienten sich berechnen lassen, wenn man (4) 
in (2) einträgt. Die linke Seite d. h. die Bilinearform geht dabei 
über in die (alternierende) Bilinearform 


ZX du, (u'v'}u 
worin man d,, durch die Formeln des Matrizenkalküls folgendermafen 
ausdrückt: Wir bezeichnen mit À, Q, D resp. die Matrizen mit 
den Elementen 4,,, 4x, dy. Dann ist 


(5) Q'A QD; 


Hierbei bedeutet, wie üblich, der Akzent die transponierte 
Matrix, die aus der ursprünglichen durch Vertauschung von Zeïlen 
mit Kolonnen entsteht. 

Sind Q, À, D irgend welche Matrizen, so sprechen wir den 
Inbalt der Gleichung (5) auch so aus: Die Matrix À geht durch 
die Transformation Q in die Matrix D über. Ist À eine alter- 
nierende Matrix und 

Q'AQ:= FD; 
wo k eine von Null verschiedene Zahl ist, so sagen wir, die Glei- 
chung Za4(uv), — O0 geht durch die Transformation Q (Glei- 
chung (4)) in die Gleichung X d;,(u/v'); — 0 über. 

Für irgend welche ganzzahlige Matrix Q — (q,) definieren 
die Gleichungen (4) stets ein System unabhängiger Perioden #’, v!, 
sobald (u, v) ein unabhängiges System bilden und sobald die Deter- 
minante von Q von Null verschieden ist. 

Gegenüber den Transformationen Q besitzt eine alternierende 
Matrix À eine Invariante, nämlich 


À = Asa Lys + Dis Lys + Dis ss y 


deren Quadrat gleich der Determinante der Matrix ist. Bei Trans- 
formationen Q mit der Determinante # ändert sich diese Invariante 
um den Faktor #. 

Um nun zu untersuchen, welche Bilinearrelationen zwischen 
einem System unabhängiger Perioden bei einer gegebenen vierfach 
periodischen Funktion überhaupt vorkommen künnen, betrachten 


| 
| 
| 
| 
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wir zunächst die Systeme primitiver Perioden von f. Hier gilt 
der Fundamentalsatz von Frobenius !): 

Eine jede alternierende Form kann durch eine unimodulare 
ganzzablige Transformation auf die Grestalt 


& (u vis dE Ce (u Vos 
gebracht werden. Hierin sind e,, e, (die Elementarteile der Ma- 
trix) ganze rationale Zahlen, von denen e = 1 und eine, auf- 
geht; die Invariante dieser Form ist —e,.e,. e, ist also der grôüfite 
gemeinsame Teiler der Koeffizienten der Form. Hieraus folgt: 
Zwei Gleichungen 
Zan(uv)y = 0 und Xdy(uv), = 0 

sind äquivalent (lassen sich durch eine unimodulare ganzzahlige 
Transformation ineinander überführen) dann und nur dann, wenn 

für die Invarianten À und D der beiden Formen die Gleichung 
A D 


d? rad d? 
besteht. Hierin bedeuten a, d die grôfiten gemeinsamen Koeffi- 
zienteiler der Form (a) resp. (d,). 

Bei einer vierfach periodischen Funktion läft sich daher stets 
ein primitives Periodensystem derart auswählen, daf für dieses 
die Bilinearrelation (1) die Gestalt 
(6) (uv), + k(uv), = 0 
annimmt, wobei Æ eine ganze Zahl ist, welche der Funktion f 
eigentümlich ist. Sie ist von Null verschieden, weil die Deter- 
minante der Form (2) stets von Null verschieden ist. 

Durch die Transformation 


4e 274) —— ont — _ 
u, = ku,, Re NU Dame VO PUR e n 


e 
I 
= 


Ur La 
dires Ko) Nom at pl 


mit der Determinante % geht die Relation (6) in 
(7) (uv), + (u'v'),, = 0 


über. Bei einer jeden vierfach periodischen Funktion gibt es 
daher ein System unabhängiger Perioden, welches die Glei- 
chung (7) befriedigt, und daher auch stets ein solches, das eine 
beliebige ganzzahlige Bilinearrelation mit von Null verschiedenen 
Determinanten erfüllt. 


1) Frobenius, Theorie der linearen Formen, Crelles Journal Bd. 86 (1879). 
S. 165. 
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2. Geometrische Deutung. 


Wir wollen nun eine geometrische Deutung für diese Über- 
legungen geben, die uns für das folgende gute Dienste leisten wird. 

Wir betrachten die GrüBen «,, u,, u,, u,, welche wegen der 
Bedingung 2) nicht alle verschwinden, als homogene Tetraeden- 
koordinaten eines Punktes in R,, und ebenso die vier GrôBen v. 
Ein Periodensystem (1) bestimmt sonach ein Punktepaar in R,, 
das wegen der Bedingung 2) nicht zusammenfällt. Als geometrische 
Repräsentanten des Periodensystems wollen wir nun die Verbin- 
dungsgrade dieser beiden Punkte ansehen. Sie soll eine Perioden- 
grade genannt werden. 

Die Periodensysteme, welche durch dieselbe Grade repräsen- 
tiert werden, stehen in einem einfachen Zusammenhang. Ist (w, ») 
das eine, (u’, v') das andere Punktepaar, so gibt es, weïl sie beide 
auf derselben Graden liegen, vier GrüBen «, B, y, à, so dafÿ 


® ds EU 
is = yu+ôv, 
mit «ù — By + 0, 

und aus jeder Funktion f{(w, v) mit dem Periodensystem (1) läft 


sich eine solche mit dem Periodensystem (#', v'’) ableiten, denn 
offenbar hat 


(i — 1, .., 4) 


f(aœu+Bv, yu+ûv) 
als Funktion von w, v das Periodensystem (u;, v;). 

Die bilineare Gleichung (2) für die Perioden eines Systems 
ist offenbar dieselbe für alle Periodensysteme, die durch dieselbe 
Grade repräsentiert werden. In der Tat sind ja die Determinanten 
(uv), nichts anders als die Plückerschen Koordinaten der Graden 
Setzen wir von nun ab 

Pa = (Uv)x 

und betrachten nun eine Gleichung Yazpy — 0, wo die Matrix 
(ay) eine alternierende Matrix ist, so stellt diese Gleichung einen 
linearen Komplex dar. Kann man in der Gleichung eines Kom- 
plexes die a; als ganze Zahlen nehmen, so wollen wir ïhn einen 
ganzzahligen Komplex nennen. Wir wählen dann weiterhin die 
ay, ohne gemeinsamen Teiler, und durch diese Festsetzung ist dann 
jedem ganzzahligen Komplex eindeutig eine ganze rationale Zahl, 
nämlich a,a,,+... zugeordnet, welche die Invariante des Kom- 
plexes genannt werden soll. Die eben gefundenen Sätze lassen 
sich dann so formulieren : 
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Eïne Periodengrade muB stets einem ganzzahligen linearen 
Komplex angehôren. (Wir lassen den Zusatz ,linear“ fortan weg, 
da wir nur lineare Komplexe betrachten.) 

Auch die Bedingung 2), welche sich auf den Charakter der 
Hermiteschen Form bezieht, gestattet eine einfache Deutung. 
Betrachten wir den Punkt o mit den Koordinaten 


D PRE 0) DA: SET TR RER 
er liegt ebenfalls auf der Periodengraden (u, v). Wir verbinden 
ibn mit dem konjugiert imaginären Punkt ©. Die Hermitesche Form 


1 # 
Th > Gug( ©),8 


ist dann und nur dann definit, wenn sie nie verschwindet, d. h. 
wenn die reelle Grade (w, ©) niemals dem Komplex A angehürt. 

Somit gewinnen wir die Kriterien: 

Eine Grade ist dann und nur dann Periodengrade, wenn sie 
einem ganzzahligen linearen Komplex angehôrt und wenn sie von 
keiner reellen Graden des Komplexes getroffen wird. 

Hieraus entnehmen wir, daB die Invariante dieses Komplexes 
nicht verschwindet. Wäre sie nämlich Null, so wäre der Kom- 
plex ein ausgearteter, und ein solcher besteht aus den Graden, 
die eine feste Grade a treffen; dabei gehôrt « selbst dem Kom- 
plex an. Die Koordinaten p, dieser Graden sind die Elemente 
ay; mit einer gewissen Vertauschung, sie haben die untenstehenden 
Werte 

Di Dis Pau s.. 
UP Ur As Us Se 


die Grade a ist also reell, gehôrt dem Komplex an, und trifft 
alle Grade des Komplexes. Es kann also keine Periodengrade in 
Bezug auf diesen Komplex die oben geforderten Eigenschaften 
besitzen. 

Man erkennt auch, daB eine Periodengrade nie reell sein 
kann. 


3. Periodentransformationen. 


Die Funktionentheorie (Theorie der hyperelliptischen Funktionen 
1. Ordnung) führt nun zu folgender Fragestellung : 

Gegeben ist eine bestimmte alternierende Gleichung (2) und 
die zugehôürige Hermitesche Form (3). Wir betrachten die Sy- 
steme (w, v), welche die Gleichung (2) befriedigen, und für welche 
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die Form (3) eine positiv definite Form ist. Nun werden alle die- 
jenigen ganzzahligen simultanen Transformationen der GrüBen (1) 
in neue Variable (u', v') gesucht, von der Art, daf auch für alle 
(u, v) die Variablen (u', v') die Gleichung (2) befriedigen und da 
die Koeffizienten 4,,, k,,, ... auch für (w',v) wiederum Koeffi- 
zienten einer positiv definiten Form werden. 

Die Transformation ist also so beschaffen, da sie die Glei- 
chung (2) invariant läft, d. h. die Matrix (a;) in (ka;) überführt, 
wo x eine von Null verschiedene Konstante ist; für die Koeffi- 


zienten k,,, ... der Hermitesche Form ergibt sich daher 
LL n 
k, = —— Jafau), = —— Satt'u); = ki, 
1 Ve D ax (au)z ve D ax (a'u")x 
Da nun die Form mit den Koeffizienten k!,, ... ebenfalls 


positiv definit sein soll, so mul # = 0 sein. 
Es sind also diejenigen ganzzahligen Transformationen 


Q — (Qu) 
zu bestimmen, für welche 
Q'AQ = kA (=> 0). 

Hieraus folgt, daB die Invariante von Q'AQ gleich #* mal 
der von À ist, also ist #? die Determinante von Q. 

Die Formen À, welche in dieser Hinsicht genauer studiert 
worden sind, sind die Formen mit der Determinante 1, und zwar 
ist es die Hauptform mit der Invariante — 1: 

Pis + Pn = 0. 

Wir wollen gleich die allgemeinere Form, die Hauptform mit 

der Invariante ”» betrachten, 
— MPis + Pu = 0. 
Wir bezeichnen mit À die alternierende Matrix 

(0 O0 —m 0) 

0 “0e AE 1 

m 0 0 () 

0 —1 040 

und suchen nun die Transformationen bezw. Matrizen À mit ganz- 
zahligen Elementen auf, welche die Bedingung 
(9) Q'AQ = k-A 
erfüllen, wo 
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k=—0 

eine ganze Zahl ist. 

Die unimodularen unter diesen Substitutiven, welche sich für 
k — 1 ergeben, bilden offenbar eine Gruppe. Falls 4 die Matrix 
mit m — —1list, wird diese Gruppe die Gruppe der linearen 
Hermiteschen Periodentransformationen genannt. Sie soll im 
Folgenden mit $ bezeichnet werden. Zwei Grebilde (Punkte der 
Punktsysteme) heifen äquivalent bezüglich der Gruppe $, wenn 
das eine dieser Gebilde durch eine Transformation aus $ in das 
andere übergeführt werden kann. 

Die Gleichung (9) liefert für die Elemente von À folgende 
Bedingungsgleichungen: Wir setzen, weil sich die Formeln dann 
übersichtlicher schreiben lassen, 


( A A 4 
ge RAR MIA 
PT MA LE 
Ë did, «| 
Aus (9) folgt dann 
pr (ac), + (bd), — 0 —Mm (ac), + (bd), — — km 
(10) — m(ac),,+ (bd), = 0 — m(ac),, + (bd), = k 

—m(ac),, + (bd); = 0 


— m(ac),, + (bd), = 0. 
Schreiben wir statt (9) die gleichbedeutende Gleichung 
QA*Q = &.A4", 
so erkennen wir, daf die Bedingungen (10) gleichbedeutend sind 
mit den folgenden: 
— (ab),,+ m (ab), = 0 — (ac), +m(ac), = —k 
at) — (ad),,+ m(ad),, = 0 — (bd),,+m(bd), = km 
— (bc), +m(bc),, = 0 
— (cd),,+m (cd), = 0. 


4. Singuläre (einfach spezialisierte) Perioden. 


Unter den Periodengraden, die in bezug auf einen bestimmten 
ganzzahligen Komplex 4 die Bedingungen 1) und 2) erfüllen, suchen 
wir nun diejenigen aus, die noch einem zweïten ganzzahligen Kom- 
plex B angehôren. Sie gehôren demnach der linearen Schar 4x, + Bx, 
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an und bilden daher die Graden einer linearen Kongruenz. Zwei 
Komplexe bezw. zwei alternierende Matrizen bestimmen nun ein- 
deutig eine quadratische binäre Form. Bilden wir nämlich die In- 
variante von Ax, + Bx,, so ergibt sich 


(12) Fc, x.) = ati + Ja,x, + bæ,, 


worin a und b die Invarianten von À und B und J eine Simultan- 
invariante von À und B ist, nämlich 


J HT UP Le FN Asa ü,, je dis (pe T Ayo b,, 1 Um b,s mr Ur D. 


Wir wollen nun zuerst zeigen, da die Nullstellen von F' reell 
und von einander verschieden sind, die Determinante J°—4ab = 0 
ist, und zwar gilt das auch, wenn die Koeffizienten von 4, B he- 
liebige reelle Zahlen sind. 

Diejenigen Werte x,,x,, welche F zu Null machen, liefern 
offenbar die ausgearteten Komplexe in der Schar 4x, + Bx.. 
Solche bestehen aus den Graden, welche eine feste Grade schneiden. 
Es kann nicht mehr als zwei ausgeartete Komplexe in dieser Schar 
geben und gibt es genau zwei, so besteht die lineare Kongruenz 
aus denjenigen Graden, welche zwei feste Graden 9, g' schneïden. 
Sind x,, ,, und x!, x! die zwei verschiedenen Lôsungen von F(x,, x,) 
— 0, so sind die Koordinaten von g und g' die Elemente der 
Matrix Ax,+ Bx, bezw. Ax!+Baxi.  Sind die Wurzeln von 
F — 0 konjugiert imaginär, so sind also die Graden g und g' kon- 
jugiert g' = g. 

Sei nun eine Periodengrade bezüglich des Komplexes À ge- 
geben, welche auch dem Komplex B angehürt. Sie schneidet daher 
die Grade g in (4) und die Grade g' in (v). Die konjugierte Grade 
geht durch (x) und (). Da nun g' = ÿ, so liegt (x) auf g' und 
(ü) auf g. Folglich gehôürt die reelle Grade (u, à) ebenfalls der 
Kongruenz und daher auch dem Komplex À an, während sie die 
Periodengrade trifft. Dies ist aber bei einer Periodengraden aus- 
geschlossen. 

Also müssen die Wurzeln von F — 0 reell sein. 

Aber sie müssen auch von einander verschieden sein. Wenn 
nämlich eine Schar linearer Komplexe nur éinen einzigen zerfal- 
lenden Komplex besitzt, so besteht die Kongrueuz aus gewissen 
Graden, welche eine feste Grade g, die Achse des zerfallenden 
Komplexes, treffen, und g selbst gehôrt auch der Kongruenz an. 
Hat also F — 0 eine Doppelwurzel, so wird jede Periodengrade 
von der reellen Graden g geschnitten, die ebenfalls der Kongruenz 
angehôrt. Das ist wieder gegen die Voraussetzung. 
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Somit ist bewiesen: 

In der quadratischen Form (12) ist J° — 4ab = 0. 

Wir stellen nun analog wie vorhin die Frage: 

Wenn eine Periodengrade einer ganzzahligen Kongruenz an- 
gehürt, läft sich dann stets eine aequivalente Periodengrade finden, 
welche einer vorgelegten ganzzahligen Kongruenz angehôrt? Oder 
allgemeiner: Wann sind zwei ganzzahlige lineare Strahlenkon- 
gruenzen aequivalent ? 

Eine ganzzahlige Kongruenz ist durch zwei von einander ver- 
schiedenen ganzzahlige Komplexe, d. h. zwei alternierende ganzzah- 
lige Matrizen À und B bestimmt. Wir dürfen nun zunächst er- 
sichtlich die Elemente von À bezw. B als ohne gemeinsame Teiler 
voraussetzen. Jeder Komplex pA+qB, wo p, q ganze Zahlen 
sind, ist dann notwendig wieder ganzzahlig, aber es kônnen unter 
Umständen die Elemente von pA + qB ganzzahlig sein, obwohl p, q 
gebrochene rationale Zahlen sind. Tritt dies bei Zahlen p, q mit 
dem Nenner # ein, so muf offenbar 


pna,+qn-by = 0 (mod. n) (i, k = 1,... 4) 


sein, während die ganzen Zahlen », pn, gn keinen gemeinsamen Teiler 
besitzen. Daher ist n gemeinsamer Teiler aller Determinanten 
zweiter Ordnung der Matrix 


dis dis LETif à née dy, 

(se b, ” s— (e*) 
Man sieht nun, daf man in der Schar Ax,+ Bzx, mit rationalen 
Zahlen x,, x, auf mannigfache Art zwei ganzzahlige Komplexe C 
und D derart auswählen kann, daf jeder ganzzahlige Komplex der 
Schar sich in Form pC+4qD darstellen läft, wo p, q ganze ratio- 
nale Zahlen bedeuten. 

Zwei derartige Komplexe C, D sollen Fundamentalkomplexe 
der Schar oder der Kongruenz genannt werden. Es folgt sofort 
die Tatsache: 

Wenn À, B und 4,, B, je ein Paar Fundamentalkomplexe . 


derselben Schar sind, so gibt es vier ganze Zahlen p, q, r, s mit 
der Determinante + 1, sodaf 


À, = pA+qB 
D TASSE. 


Bilden wir nun die Invariante von A,x,+ B,x, — (px, +rx,) À + 
(ax, +sx,) B, so erhalten wir hierfür die quadratische Form 


a (pa, +ra,) + J'(pa,+ rx.) (ax, + sx,) + (ax, + sx), 
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und diese Form in x,, x, ist offenbar mit der zu À, B gehôrigen 
Form arithmetisch äquivalent, d. h. die eine geht aus der andern 
durch eine ganzzahlige lineare Transformation mit der Determi- 
nante + 1 hervor. 

Jeder ganzzahligen linearen Kongruenz in R, ist daher eine 
wohlbestimmte Klasse binärer quadratischer Formen zugeordnet 
und umgekehrt. 

Ich behaupte nun, daB zwei linearen Kongruenzen, welche äqui- 
valent sind, d.h. durch eine ganzzahlige unimodulare Transfor- 
mation in einander übergeführt werden künnen, dieselbe Klasse 
quadratischer Formen entspricht. 

In der Tat, ist 


(13) M'AM=C, M'BM=— D, 


so sind die Invarianten von À, B ja gleich den Invarianten von 
C, D, ebenso die Simultaninvariante J von À, B gleich der von 
C, D. Sind aber À, B Fundamentalkomplexe der Schar, so sind : 
es auch C, D für die Schar Cx,+ Dzx,. Mithin ist die Formen- 
klasse, welche zu der durch À, B bestimmten Kongruenz gehôrt, 
identisch mit der zu C, D gehürigen Formenklasse. 

Es gilt aber auch das Umgekehrte : 

Sind À, B und C, D zwei Paare ganzzahliger alternierender 
Formen, sodaB die drei Invarianten a, J, b von À und B mit den 
entsprechenden von C und D übereinstimmen, sind ferner beide 
Formenpaare Fundamentalformen der Scharen 4x, + Bx, resp. Cx, 
+ Dx,, so gibt es eine unimodulare ganzzahlige Transformation 
M, die À und B simultan in C, D transformiert, wobei also die 
G1. (13) besteht. 

Diesen Satz über alternierende Formen beweise ich an anderer 
Stelle, der Beweis wird in der bekannten Art dadurch geführt, 
da man alle Formenpaare mit gleichen Invarianten auf eine ein- 
zige Normalform transformieren kann. 


5. Transformationen einer linearen Kongruenz in sich. 


Das Hauptproblem ist nun, alle ganzzahligen Transformationen 
M mit der Determinante 1 zu finden, welche eine ganzzablige 
Kongruenz invariant lassen. Hierbei setzen wir gleich voraus, daf 
J°— 4ab + 0, also die Kongruenz aus den Graden besteht, welche 
zwei feste Graden schneiden, wobei wir vorläufig auch noch den 
Fall -J°—4ab <O mitberücksichtigen. Betrachten wir nun die 
Schar der Komplexe, der die Kongruenz angehôrt. Die beiden 
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ausgearteten Komplexe gehen offenbar in sich über, d.h. entweder 
geht jeder einzeln in sich über, oder sie vertauschen sich. Sind 
nun À und B zwei Fundamentalkomplexe der Schar, die nicht 
zerfallen, so sei etwa 


M'AM = pA+qB 
M'BM = rA+sB. 
Dann wird 
M'(Az,+ Bz,)M = (px, + rx,) À + (gx, + sx,) B. 


Und die Invariante von Ax,+Bx,, die sich durch M ja nicht 
ändert, wird gleich 


a(pe,+re) + Jp, + re) (an, + s2,) + 0 (ae, + sx) 


Diese Form muf also identisch mit der ursprünglichen ax + Jx,x, 
+Üx, sein. Da auferdem die transformierten Komplexe wieder 
Fundamentalkomplexe sein müssen, so sind p, g, r, s ganze Zahlen 
und ps—rqg — +1. 

Also transformiert die ganzzahlige Substitution 


= Pat, 2, = Qi +; 


die Form (a, J, b) in sich. 

Ist nun die Form definit, so gibt es bekanntlich nur endlich 
viele derartige Transformationen. 

Ist dagegen die Form indefinit — und das ist ja der Fall, 
der bei den periodischen Funktionen vorliegt — dann gibt es un- 
endlich viele Transformationen dieser Art, sobald die Diskrimi- 
nante J°— 4ab keine Quadratzahl ist. 

Die projektiven Transformationen M der Punkte des À,, welche 
so definiert sind, zerfallen nun in verschiedene Arten: Entweder 
I läft jede der Achsen der zerfallenden Komplexe invariant, 
oder aber sie vertauscht sie. In letzterem Falle soll M von der 
zweiten Art heifen, sonst von der ersten Art. Sind M und 
N von der zweiten, so ist offenbar HN von der ersten Art. Man : 
braucht also nur alle Transformationen der ersten Art und eine 
einzige der zweiten Art zu kennen. 

Bleibt keine der nicht zerfallenden Formen in der Schar in- 
variant, so nennen wir Ï eine singuläre Transformation, bleibt 
dagegen jede invariant, dann heift M ordinür. In letzterem Falle 
bleiben offenbar auch die Formen für die zerfallenden Komplexe 
invariant. 

Um nun die Transformationen erster Art zu finden, wählen 
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wir auf jeder Periodengraden, welche in der gegebenen Kongruenz 
vorkommt, ein besonderes Punktepaar aus, nämlich die Schnitt- 
punkte mit den beiden Achsen. Die Punkte der einen Achse werden 
wir aus zwei von ihnen in der Form 


U, —= 0,2% +6;y =... 4 


ableiten kônnen, hier durchläuft der Punkt (x) die ganze Achse, 
wenn +, y alle Werte (aufBer 0,0) annehmen, und dasselbe gilt für 
die Punkte der andern Achse, die man in der Form 

v, = ax +f6;y" CET RS PATES 


è 


erhalten wird. Die Raum-Transformationen der ersten Art werden 
daher für die Variabeln x, y (wie auch für x', y’) ebenfalls eine 
projektive Umsetzung zur Folge haben. Diese Gruppe wird daher 
isomorph mit einer gewissen linearen Gruppe in den homogenen 
Variabeln (x, y) sein. 

Um die unbekannten Koeffizienten «,, B,, a, B'. am einfachsten 
zu finden, nehmen wir an, daB die beiden alternierenden Formen 
A und B in einer einfachen Normalform vorliegen. 

Sei 
(14) AE 4, + Pas 

B = bp,,— This + Pas: 


Diese Formen bilden ein Fundamentalsystem, und die zugehôrige 
quadratische Form ist 


(15) ax + Ja, x, + bts. 
Wir bezeichnen mit k den grôften gemeinsamen Teiler von 4, J, 
b und 
k4 = J°—Aab. 
Die Zahlen a, J, b sollen auch gleich so beschaffen sein, daf der 


grôBte gemeinsame Teiler von je zweien gleich 4 ist. 
Ferner verstehen wir unter o die Zahl 


J + VI" — 4ab J+kVa RE ET A 
= = —————— QD = 
2 A CRE 
wobei wir das Vorzeichen der Wurzel beliebig, aber fest wählen. Für 
Z, = 0, 2,,— 0 


verschwindet also die quadratische Form (15). Dann betrachten wir 
die Punkte 
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(u) = %, @ &, o'y, ay 
(O2), œ'4", moy, ay. 
Die Determinanten 
Pa — (Uv)x 


machen dann beide alternierende Formen À und B zu Null, und 
daher gehôrt die Grade (w, v) der Kongruenz an, welche durch 
die beiden Komplexe À und B bestimmt ist, und zwar gilt das 
für alle Wertsysteme x, y, æ’, y. Die Punkte («) und (+) durch- 
laufen je eine Grade, die Achsen der beïiden zerfallenden Kom- 
plexe der Schar Ax, + Bz,. 

Wir setzen nun voraus, da J°—4ab keine Quadratzahl ist, 
dieser Fall ist der für die Funktionentheorie weitaus wichtigste. 
Wenn dann « eine Zahl aus dem Küôrper K{VJ*— 4ab) ist, so soll 
mit « die Konjugierte bezeichnet werden. Nehmen wir hierzu 
die Tatsache, daB zwei lineare Kongruenzen mit denselben Inva- 
rianten äquivalent sind, so erkennen wir: 

Die Periodensysteme, welche zwei ganzzahlige Bilinearrela- 
tionen erfüllen, lassen sich auf die Form 


= ax +h;y, 

v = 02 +hBiy 
bringen, worin a, 6, reelle Zahlen sind, und zwar entweder ganze 
rationale oder einem und demselben reellen quadratischen Kôrper 
angehôrend. 

Die in der Einleitung aufgeworfene Frage ist also dahin zu 
beantworten, daf diese speziellen Periodensysteme durch zwei gane- 
zahlige Bilinearrelationen charakterisiert sind. 

Ist sodann M eine Transformation der ersten Art, welche die 
Kongruenz in sich überführt, so führt sie jedenfalls die Grade (u) 
in sich über und dann eo ipso auch die Grade (v), weil ja M ra- 
tionale Zahlkoeffizienten besitzt. Setzen wir 


dy 


b 
C 


2 
æ 


da, à 
(16) M = b, b, b 
Ci C3 Cg 
1 d, dy d, 


L2 


so wird also der Punkt («) durch M in einen Punkt derselben 
Graden übergeführt, den etwa die Parameterwerte x,, y, haben 
soll, so daf 
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2, = (a, +a,o)x+(a,o +a,.a)y = À,x+B,y 
o æ, = (b,+b,0)x+(b, 0 +0b,a)y = À,x+B,y 
y, = (c +cow)x+(c oo +ca)y = À,xz+B,7y 

ay, = (d,+d,œ)x+(d,o" + d,a)y = À,x+B, y. 


(17) 


Die Bedingungen, denen die À, B genügen müssen, drücken sich 
nun am einfachsten durch die Begriffe der Jdealtheorie aus. 

Die Zahl © bestimmt in dem reellen quadratischen Kôrper 
einen Ring R,, dessen Führer jedenfalls durch % teilbar ist. #°.d 
— J°—4ab ist seine Diskriminante. Die Zahlen 1, «© bilden eine 
Basis des Ringes, alle ganzen Zahlen des Ringes und nur diese 
sind mithin in der Form p + qœ darstellbar, wo p, q ganze ratio- 


nale Zahlen sind. Die Zahl rs bestimmt wieder einen Ring Æ, 


der den früheren enthält. In RÀ bilden die Zahlen = + die 


Basis eines Ringideals a, das zum Führer des Ringes prim ist. 
Die Forderung der Ganzzahligkeit der Koeffisienten von M 
läft sich daher so aussprechen: 
Die Zahlen À müssen ganze Zahlen des Ringes R, sein, und 


die Zahlen z müssen ganze Zahlen des Ringes R sein, welche 


durch das Ideal a teilbar sind. 
Damit nun identisch in x, y die Punkte (17) auf der festen 
Graden (u) liegen, ist notwendig und hinreichend, daf 
À, = 0 À,, BB, 
a, = &'AÀ,,  aB, = «'B,. 


(18) 


Hieraus folgen nun gewisse Kongruenzeigenschaften der A, B. Im 


Ringe R ist 
Gi 
ttes 
Wir setzen 
o' — k.aij, 
EE ENT V1 
also 
(a”, j) = 1. 


Sollen nun À,, À, Zahlen in R, sein, die der Gleichung 


(47 Cr?) 
TA — 7 A 
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, 


genügen, so muf notwendig À,, À, durch X teilbar sein, weil _ 
nicht in À, liegt, und É. ss müssen Zahlen aus R sein. In R 
besteht also die Idealgleichung 
a À — . À 
Pr EE 
also 
A, } A, 4 
be D =D 


wobei à ein Ideal in R ist. Wählt man umgekehrt für Le eine 
durch a’ teilbare Zahl des Ringes R, so ist auch 22 eine 
.ganze Zahl im Ringe R, weil j und a’ äquivalente Ringideale sind. 
Entsprechend erhält man für B,, B,, daf B, in 2, liegt und durch 
k.a teilbar ist, und B, in À, liegt und durch kan — a teilbar ist. 
Wir erhalten so den Satz: 

Eine jede ganzzahlige Transformation J{ von der ersten Art, 
welche die Kongruenz in sich überführt, ist für die x, y gleich- 
bedeutend mit einer Transformation 


(9) “at 
Y, = Y2 + Ôy, 
deren Koeffizienten algebraische Zahlen von folgender Art sind: 
Ist 
sh (& œ 
Be ), 
so ist 


« eine ganze Zahlin R,, B eine durch ka teilbare ganze Zahlin R,, 


(20) y = _ eine Zahl in À, sodaB a je ganz,  Ô eine ganze Zahlin R. 


Die Transformation mit den konjugierten Koeffizienten gilt für 
die Variablen x’, y. Umgekehrt bestimmt diese Transformation 
der (x, y) und der (x’, y') die Transformation M eindeutig. 


6. Singuläre und ordinäre Transformationen. 


Hieraus folgen alle Transformationen erster Art, die die Kon- 
gruenz in sich überführen. Um nun hieraus die Transformationen M 
7 * 
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auszusondern, welche die Formenschar 4x, + Bx, in sich überführen 
oder die einzelnen Formen der Schar invariant lassen, haben wir 
die Determinante «ô — By zu untersuchen. Das Resultat ist fol- 
gendes : 

Die ordinären Transformationen M mit der Determinante 1 er- 
hält man für aû — By — +1, die singulüren Transformationen M 
dagegen erhält man, wenn aô — By eine Einheit des quadratischen 
Kôrpers ist, die von + 1 verschieden ist. Lassen wir auch Transjor- 
mationen M zu, deren Determinante eine belichige ganze Zahl ist, 
so erhalten wir eine ordinäre Transformation, wenn aô — By rational 
ist, im andern Falle eine singulüre Transformation. 

Die Richtigkeit dieser Sätze ergibt sich durch Betrachtung 
der Formen 


A = Xa,(w), und B = X5b,(uv).. 
Durch M môgen sich die Matrixen À und B so umsetzen: 
M'AM = pA+qB 


(21) 
M'BM=rA+sB, 


WO P, 4, r, s ganze Zahlen sind, deren Determinante — + 1 ist, 
wenn M unimodular. Dann ist der Wert der alternierenden Formen 
pA+qB und rA+sB für (u, v), gleich dem Wert der Form À, 
resp. B für die transformierten Pankte. 

Die Koordinaten eines beliebigen Punktes z lassen sich auf 
folgende Weiïise bestimmen: Man ziehe von z aus die Grade, welche 
die beiden Achsen unserer Kongruenz trifft, sie treffe die erste in 
(u), die zweite in (v) Dann ist 


(22) 2, —= Àu, + uv, (== Lee 
wo À, u geeignete GrôüBen sind. Ein zweiter beliebiger Punkt (t) 
môge etwa in derselben Art durch 

(23) 4, = xU,+oV, (CASSER, 


dargestellt sein. Dann sind die Unterdeterminanten (zt), lineare 
homogene Funktionen der entsprechenden Unterdeterminanten ( V)4, 


(Un, @U)a (OV a : À 
(tu = AU) + 430 V a + 5 (Ua + A (0 Pue 
Dabei sind 1,, À,... gewisse durch die Koeffizienten in (22), (23) 


bestimmte GrôBen. Da nun die Verbindungslinie von « mit V und 
von v mit U der Kongruenz angehôrt, so wird 


2; dx (et)a Te À, D 7 (u U), Gr 1, > dix (v rh 
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und entsprechend für die andere Form. Die GrôBen (4U), und 
(vV),, sind aber offenbar grade die Koordinaten der Achsen der 
linearen Kongruenz. Wir beschränken uns also bei der Unter- 
suchung auf die Punkte der beiden Achsen und hier ist es keine 
Spezialisierung, wenn wir als Punktepaar auf jeder dieser reellen 
Graden ein Paar konjugiert imaginärer Punkte wählen. 
Wir bilden für 
(à) = &, 07, w'y, ay 
D'ax(uu)s = —a (Uu); + (au) = a (co Fe &') (y — 2ÿ) 
DA (uu), <S b(uu),, Ka J(uu),s + (Uu); ne (ab — Jo’ a &@G) (ty FE 2) 
= &@'(o —&")(Zy — xy). 
Die Transformation #, d. h. die Transformation 
: 2, = ax + By, Ya = ya + y 
hat also wegen (21) die Gleichungen 
pa (o — w')(&y — 2) + Q0' (o — w')(xy — xy) 
= a(œ— CAIEA Un CAR etc. 


zur Folge, d. h. 


(24) pa +qm — av 
Ta+ so — &'Y, 
wobei 
v = où — By 


gesetzt ist. » ist nach dem oben gefundenen eine ganze alge- 
braische Zahl. Hieraus ergibt sich ohne weiteres 


ps —qr = vv'. 


Für eine ordinäre Transformation ist 9 = r — 0, p—s— ", 
also » = v' — n, und nur für diese ist » rational; ist » nicht 
rational, so haben wir eine singuläre Transformation. 

Wenn ferner für die ursprünglichen und die transformierten 
Punkte dieselbe Hermitesche Form (3) definit positiv sein soll, so 
mu noch eine Bedingung für » erfüllt sein. 

Die Hermitesche Form soll sich aus einer der Formen in der 
linearen Schar (4, B) wie in (3) herleiten, etwa mit den Koeffi- 
zienten 


Cu = An + a ul. 


Weil die Graden (#, v) und (w, v) beiden Komplexen angehôren, 
istooben #, = #,, — Ojund 
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L, = — DA (au), TE ie (Aa ‘ uo') (& y —x y)(o — &') 
hd . Ze Gr) = ue +0) (&'y'—2/ÿ)(0" 0) 


Sollen nun #,, und #,, für die ursprünglichen und die transfor- 
mierten Punkte positiv sein, so muB dazu » und »’ positiv sein. 


Fassen wir ein bestimmtes System y, y! ins Auge, so er- 
kennen wir, daf die aus 1a,+ub, abgeleiteten Hermiteschen 
Formen, wofür das Produkt 


(Aa + po’) (a+ po) (&y — 29) y" 4/7) 


grôfer als Null ist, definit sind, während die übrigen nicht definit 
sind. Für alle diejenigen Werte 1, uw, wofür 


(Aa + uo)(4a + uo) = «(al + Jlu + bu?) 


dasselbe Vorzeichen hat, hat die zugehôürige Form also den gleichen 
Charakter. 

Aus (24) erkennen wir überdies, da entweder alle ganzzahligen 
Komplexe der Schar bei der Transformation M festbleïben oder 
kein einziger, daf es also nur ordinäre oder singuläre Transfor- 
mationen der ersten Art gibt. 


7. Transformationen zweiter Art. 
In entsprechender Weiïse lassen sich alle Transformationen 
der zweiten Art aufstellen. 


Ist M wieder durch (16) gegeben, so ist M eine Transformation 
zweiter Art, wenn an Stelle von (17) die Gleichungen 


CA Des A,x+B,y 
CEA qu À,2 + B, y 
© Y, —= À,x+B,y 
a y; = À,z+B,y 


(25) 


treten. Hieraus folgt 
À, = Q'À 90, B, = o'B;,.4 4, = oÀ;,.aB,,=1608} 


2 


Ebenso wie vorhin schlieft man hieraus: Die ganzen algebraischen 
Zahlen À und B sind, damit M ganzzahlig ist, jedenfalls an fol- 
gende Bedingungen gebunden: Es muf sein 
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À, eine ganze Zabl in L,, 

eine ganze Zahl in R, = O(mod. ka), 

À, eine ganze Zabhl in À, = 0 (mod. a’), 

eine ganze Zah]l in À, = 0O(mod.a). 

Wir erhalten also eine homogene lineare Transformation 


2 = at+Py, y —= yx + ÔY, 


Wworin 
a — À,, B—B, 
(26) MT Eu AE) 
er rot Pt An 
Ist dann wieder 
(27) M'AM = pA+qB, M'BM = rA+sB, 
. so ist also 
PDF AD: 


gleich dem Wert der Form À, wenn man darin für p, die Koor- 
dinaten der transformierten Periodengraden einsetzt, und wie vor- 
her reicht es aus, die Achsen der linearen Kongruenz hierbei zu 
untersuchen. Die eine Achse, nämlich die Grade 


(u) = x, ox, &w'y, ay 


geht nun, weil die Transformation von der zweiten Art ist, in 
die andere Achse über, deren Punkte die Koordinaten 

di, @'4, OYi, AY 

besitzen. Mithin ist 

pa(o — 0") (ty —2y)+ qo'(o—0')(ty—xy) = a(w'—o)(xiyi — 21%) 
und wegen (27) daher 


C8) pan — —av, und ebenso 
TAa+S@ — —œu, 
wenn wieder 
ad — By = v 


gesetzt ist. » ist wegen (26) eine ganze algebraische Zahl. 

Soll überdies etwa die aus der Form 4 gebildete Hermitesche 
Form für die ursprünglichen und. die transformierten Perioden- 
graden positiv definit sein, so muB, da ihre Diagonalkoeffizienten 
bei der Transformation die Faktoren — », bezw. — »’ erhalten, 


v < 0, y <0 
sein. 
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Man erkennt nun aber, daB nicht immer Transformationen 
zweiter Art existieren. Wenn nämlich M eine Transformation 
mit der Determinante 1 sein soll, so muf ps—gr — +1 sein. 
Hieraus folgt, daf das Ideal (a, w') gleich dem Ideal (a, &) ist. 
Das ist aber offenbar nur môglich, wenn (a, ©) — (a, «') und » 
eine Einheit ist. 

Transformationen zweiter Art, deren Determinante 1 ist, exi- 
stieren daher nur in dem Falle, wenn die quadratische Form, 
welche der linearen Strahlenkongruenz zugeordnet ist, eine ambige 
Form ist. 

Für » = —1 würde sich ergeben p — 1, q — 0, s — —1. 
Dann bleibt die Form À ungeändert bei der Transformation und 
ist die einzige in der Schar Ax, + Bx,, die bei M fest bleibt. 


8. Invariante Funktionen. 


Unter Modulfunktionen der vierfach periodischen Funktionen 
versteht man analytische Funktionen der Perioden, welche nur 
von dem ganzen Periodengitter abhängen. Nennen wir wieder 
(u,, v,) (i = 1,... 4) ein System von primitiven Periodenpaaren, so 
sind die Modulfunktionen folgendermafen definiert : 

1) Die Variabeln «,, v, sind an eine bestimmte, aber beliebige 
ganzzahlige alternierende Bilinearrelation von nicht verschwin- 
dender Determinante gebunden: 

(29) A = Das(uv)x = 0. 

2) Sie sind eindeutige analytische Funktionen und verhalten 
sich wie rationale Funktionen für alle Werte der Argumente, 
welche überdies die Bedingung erfüllen, da die zu (29) gehôrige 
Hermitesche Form mit den Koeffizienten 

k, = LS au) k, = _L_ sa Gu, 
V-1 V—1 
1 S 1 2 
k, = Ver Da, (uv), k, = 2% 00) 
definit und zwar positiv definit ist. 


3) Sie ändern sich nicht, wenn man die Transformation 
u; = Àu, + uv, 
VE — #U, + VV, 


ausübt, wo 4v — ux ++ 0, und 4, u, », x beliebige Zahlen sind. 
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4) Sie bleiben invariant, wenn man die Periodenpaare einer 
ganzzahligen unimodularen Transformation unterwirft, welche die 
Bilinearform À invariant läft. 

5) Ihr Verhalten bei der Annäherung an den Rand des Existenz- 
bereiches muB noch gewissen, bisher nicht näher bekannten Bedin- 
gungen genügen, welche zur Folge haben, da man alle diese 
Modulfunktionen durch Thetanullwerte darstellen kann. Wir werden 
weiterhin von dieser Darstellung gleich ausgehen, sodaf diese Be- 
dingung 5) von selbst erfüllt ist. 

Vermüge 3) sind es homogene Funktionen nullter Dimension, 
die nur von den Determinanten »,, — (wv), abhängen. Da zwischen 
den p,, die Identität 


Pis Dgs Pis Dan F PiaPas = 0 


gilt, so sind es Funktionen von den fünf Argumenten . Æ (ik + 12), 
12 


* unter denen wegen (29) nur 3 unabhängige Veränderliche enthalten 
sind. Es sind also Funktionen der Graden des R,, die einem ganz- 
zabligen Komplex angehôren. 

Funktionen dieser Art lassen sich nun auf Grund der Theorie 
der hyperelliptischen Funktionen vom Geschlechte 2 durch Theta- 
fanktionen darstellen. 

Die alternierende Form, welche hierbei zugrunde liegt, ist die 
Hauptform 


E — Pis Pose 


Auf jeder Periodengraden wählen wir zunächst das Punktepaar 


@)—=1 0 x Île 


Pw Du 
() 200" tance. 
Pro Pi 


Es soll die Beziehung p,+9,, — O bestehen, und wenn wir 
daher 


Paso Pis Pia 
Tr = — Tr = — T,_=z — 
Pis | LE Un 
setzen, so haben wir das Periodensystem 
(80) LS O0 pr 
OL Pre. 


Ti Ta T Sind dann unabhängige Variable, die noch einer Ungleichung 
unterworfen sind. Die Koeffizienten der Hermiteschen Form sind 
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TT, 1 


k,, Fa AE k,, SES 7 (7%) 
c J ‘ke 
k ST Fe) hs NET (Ge = Ta). 


Soll diese Form positiv definit sein, so bedeutet das, daf die 
mit den reellen Teilen von À %, Fa gebildete binäre quadratische 


Form positiv definit sein soll. 

Erfüllen die r diese Bedingungen, so gibt es bekanntlich 
Thetafunktionen von zwei Variabeln mit den Perioden ,, 7,, v. 
Hieraus leitet man die Modulfunktionen in folgender Weïise ab: 
Das hyperelliptische Gebilde sei durch eine Gleichung 

ÿ—f(&) = 0 

gegeben, worin f,(x) eine ganze rationale Funktion 6. Grades in x 
bedeute. Alsdann betrachte man auf der zugehôrigen Riemannschen 
Fläche die zwei Normalintegrale erster Gattung, welche zu einem 
bestimmten Kkanonischen Schnittsystem gehôren. Ihre Perioden 
werden durch ein Schema von der Grestalt (30) gegeben. Mit diesen 
Grôfen Tr bilde man nun die Thetafunktionen. Nun hat Bolza 
gezeigt, daB man aus den zugehôrigen Thetanullwerten die ra- 
tionalen Invarianten der Form 6. Ordnung 


: WA 
2°f Fe 
216 æ; 


in ibhrer Abhängigkeit von den Perioden zusammensetzen kann, 
z. B. ist die Diskriminante der Form gleich dem Produkt aller 
10 graden Thetanullwerte in der 2. Potenz. 

Und für sie gilt der Satz 1): Wenn diese Fundamentalinvarianten 
als Funktionen der Tr betrachtet werden, so bleiben sie invariant 
bei allen Transformationen der Gruppe $ (Hermitesche Trans- 
formationen der ersten Ordnung) und umgekehrt haben sie für 
zwei verschiedene Periodensysteme nur dann die gleichen Werte, 
wenn diese beiden Periodensysteme äquivalent bezüglich der 
Gruppe $ sind. 

In diesen Invarianten haben wir also Modulfunktionen vor 
uns, welche zu der Form Æ gehôren. Sie enthalten die drei un- 
abhängig veränderlichen Argumente 7,, v,, t,. Im Innern ihres 
Existenzbereiches sind sie überall regulär, aufer auf dem Gebilde 
7, — 0 und den äquivalenten; hier artet das hyperelliptische in 


1) Anm. 3, Seite 82. 
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ein elliptisches Gebilde aus. Über ihr Verhalten bei Annäherung 
an den Rand ist nichts bekannt. 

Wir wollen eine beliebige dieser Funktionen, indem wir ihre 
Abhängigkeit von den Perioden selbst hervortreten lassen, so be- 


zeichnen: 
® fe Us Us 4) 
v;, Vas Va v 
Sie ist also nur definiert auf dem Gebilde 
E — (uv) + (uw CPR — 0 

und ist eine homogene Funktion nullter Dimension sowohl in den 
u“ wie in den v. Invariant bleibt sie bei den Transformationen MW, 
welche ganzzahlig sind und die Bedingung 


M'EM = E 
* erfüllen. 


9. Invariante Modulfunktionen zu einer beliebigen 
Bilinearform. 


Man hat nun bisher stets an der Form E festgehalten und 
nur solche Transformationen in Betracht gezogen, welche ÆE in- 
variant lassen. Indem man sich hiervon befreit, kann man sich 
Modulfunktionen verschaffen, welche zu einer beliebigen alternie- 
renden Form gehôren. 

Wir betrachten die Funktionen 


es U; bus, ns) ” Us Us, 1] 


Vyr Vos bo, av, Vis Vos Vsy Va 


Die Argumente von y sind also an die Bedingung 
(31) b(uv),,—a(uv), = 0 


gebunden. Die zugehôrige alternierende Matrix wollen wir mit 4. 
bezeichnen. Offenbar ist 
A = S'E#ES, 


wenn wir mit $ die Matrix 


S — 


CROIS 
SLR = 
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bezeichnen. Durch die Transformation S geht die Form E in À 
über. Grade diese Formen À werden wir späterhin benutzen. 
Fragen wir uns, bei welcher Gruppe die Funktionen @ in- 
variant bleiben, so erkennen wir, da dies die Gruppe ist, welche 
aus $ durch die Transformation S entsteht. 
Die transformierte Gruppe besteht aus all den Transfor- 
mationen, welche die Gestalt 


DC UMS 
besitzen, worin M eine Hermitesche Transformation' 1. Ordnung 
bedeutet. Ihre Koeffizientenmatrix ist 


{ à er an 
b, ap ét | 
€ a 
dede el 
d, d, b 
Nb me” LENS ] 


wenn M die frühere Bedeutung hat (Gleichung 16). 

Nan nehmen wir die Grôfen a, b als ganze rationale teiler- 
fremde nicht verschwindende Zahlen an. Bezeichnen wir mit G 
die Gruppe der ganzzahligen unimodularen Substitutionen, welche 
A invariant lassen, so erkennt man, da @ nicht mit S'S$SS zu- 
sammenfällt. Es kann nämlich nicht jede Substitution aus G in 
der Form S' MS dargestellt werden, wobei M zu $ gehôrt, und 
andrerseits kommen ersichtlich in S'$S aus Substitutionen vor, 
vor, die gebrochene Koeffizienten besitzen, also nicht zu G ge- 
hôren. . 

Betrachten wir nun die ganzzahligen Substitutionen 

Q= S°MS. 


Die Koeffizienten erfüllen offenbar folgende Kongruenzen: 


(32) is = os = os = 0 (mod. b), 
Ni = ti er da =710 (modsa) 
wenn man setzt 
Qui " Qu) 
FAN PO 
Last tu. 


Wenn nun im übrigen die g, als ganze rationale Zahlen mit 
der Determinante 1 so gewählt werden, da8 À durch Q in sich 
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übergeht, so ist SQS"* jedenfalls eine unimodulare Transformation, 
die E in sich überführt und die ganze Zahlkoeffizienten besitzt, 
wenn die Bedingungen (32) erfüllt sind. Es ist also dann auch 
umgekehrt SOS" — M eine Transformation aus $ÿ. 

Die ganzzabligen Transformationen in der Gruppe S'$S 
bilden für sich eine Gruppe; sie ist eine Untergruppe G, von 6, 
welche durch die Kongruenzen (32) definiert ist. Als Kongruenz- 
untergruppe ist @, innerhalb G offenbar von endlichem Index. 
Es lassen sich daher leicht aus œ und den aus y durch die übrigen 
Transformationen von @ entspringenden Funktionen solche bilden, 
welche bei der ganzen Gruppe @ invariant bleiben. 

Vergleichen wir aber @ mit $, so erkennen wir, daff sie keine 
gemeinsame Untergruppe von endlichem Index besitzen. Es besteht 
daher zwischen den Modulfunktionen, welche zu den Gruppen G 
resp. & gehüren, kein algebraischer Zusammenhang. 

Dies ist der Grund, warum man bei unabhängigen Perioden 
7%, %, % sich zweckmäBig auf eine bestimmte Form der Bilinear- 
gleichung beschränkt, die ein für alle Mal fest gewählt wird. 
Es ist von prinzipieller Bedeutung, daB die Verhältnisse ganz 
andere werden, sobald man von den allgemeinen Periodengraden 
zu den einfach spezialisierten übergeht, die durch Hinzunahme einer 
zweiten Bilineargleichung entstehen. Die so entstehenden Funk- 
tionen sind die Hilbertschen Modulfunktionen. 


10. Übergang zu den Hilbertschen Modulfunktionen. 


Die Argumente der Funktionen 
ef Us Us) da 

Vis Vo) Ds) V4 
welche zunächst an die Bedingung 
(83) (@v),, + (uv), = 0 
geknüpft sind, schränken wir nun noch dadurch ein, daB noch. 
eine zweite ganzzahlige Bilinearrelation erfüllt sein soll. Die 
Periodengraden sollen also einer gewissen ganzzahligen Kon- 
gruenz angehôrigen. Zu dieser gehôrt sodann eine Klasse qua- 
dratischer Formen 
(34) ai + Ja,x,+bar 
mit positiver Determinante. Wir nehmen an, da8 J°—4ab nicht 
das Quadrat einer ganzen rationalen Zahl ist, dann wird durch 
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VJ®—4ab ein reeller quadratischer Kôürper X bestimmt. Da (34) 
die Invarianten der Komplexe darstellt, welche die Kongruenz ent- 
halten, so mu die Form auch die Invariante von E, d.h. —1 


darstellen. 
Wir kônnen dann a — —1 nehmen und die beiden Bilinear- 
relationen 
(5) (uv) SE (u L)M — 0 
B = b(uv),—J(uv),+(uv), = 0 
voraussetzen. 


u und v lassen wir dann die Achsen der Kongruenz durch- 
laufen, d. h. wir setzen 
(u)—=x, ox, w'y, —Yy, 
(Go) = 2, oœ'x, œy, —Y, 
worin 
J+VJ"—4ab JENF+LA46 
D — T Hiitostier g —— a #9 Mari 


dann gehen die Funktionen @ in Funktionen der zwei Variabeln 


über. Sie bleiben invariant bei allen Transformationen aus $, 
welche die Kongruenz (E, B) invariant lassen. Diese Trans- 
formationen sind ordinär, soweit sie von der ersten Art sind, 
weil dabei ja Æ invariant bleibt. Nach den Sätzen von 8. bleiben 
daher diese Funktionen invariant bei der Gruppe 


 aËppi ny gets 
yE +0 ? 1 V'E +0"? 
worin «, B, y, à beliebige ganze Zahlen des (reellen) quadratischen 


Kôrpers X sind, welche dem Ringe mit der Diskriminante 


da = J°+4b 


angehôren und deren Determinante «ad —8By = +1 ist. 
Auch Transformationen zweïter Art kommen hier in Frage. 
Die einfachste besteht in 


Ë, nié Ein À. 


Die Ungleichungen, denen die w, v genügen, lassen sich für 
die €, £' folgendermaBen aussprechen: Es müssen 
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1 LD. n TY—XY 
k,, D Gus + (Cu) Ta — (oo) À ÿ 

ne EUR 1e T'Y —LT 
LP Cv + vu = —(o Brel en 


positive Zahlen sein, also 


HR 


Wir wollen das Vorzeichen der Quadratwurzel so gewählt 
denken, da @—o' 0 ist. Dann muB also der imaginäre Teil 
von Ë positiv, der von Ë’ negativ sein. 

Wir erhalten also Funktionen #(£, £”"), welche in diesem Halb- 
_raum definiert sind und Invarianzeigenschaften besitzen : 


Bret 


L dns $, 716) SRE: '(É, £') 
«, B, y, Ô sind dabei beliebige ganze Zahlen im Ringe mit der 
Diskriminante d = WJ°+40. 

Geht man von den Funktionen aus, welche zu einer beliebigen 
andern Bilinearrelation gehôren, wie wir sie nach dem Voran- 
gehenden uns verschaffen kônnen, und nimmt hier eine zweite Re- 
lation hinzu, so gewinnen wir Funktionen, die zu andern Gruppen 


gehôren, wenn wir die Resultate von 5. berücksichtigen. Gehen 
wir etwa von den Relationen 


A — a(uv),+(uv), = 0 
B Db(uv),, + J(u v)s sa (u V)e — 0 


aus, so werden gemäB den Sätzen von 5. aus den Funktionen 
der vorigen Paragraphen Funktionen von 


(86) 


(87) 


U 


x x 


nt £ und Fra &', 
die bei der Gruppe 
cE+B NL _ vE+p 
£, — EST ge = 0 —fBy = 1 


invariant bleiben, wobei aber für die Koeffizienten die Bedin- 
gungen (20) gelten. Die ganzzahligen Substitutionen dieser Gruppe 
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bilden in ihr eine Untergruppe von endlichem Index und diese ist 
wiederum innerhalb der ganzzahligen Modulgruppe ebenfalls von 
endlichem Index. 

Daher bestehen, wie die nähere funktionentheoretische Unter- 
suchung zeigt, zwischen den Modulfanktionen, welche zu den 
Bilinearrelationen (35) und denen, die zu (37) gehôren, agebraische 
Gleichungen. 

Das Studium dieser Gleichungen ist die Transformationstheorie 
unserer Modulfunktionen von £, Ë. Es gibt hier singuläre Trans- 
formationen, die bei drei unabhängigen Variabeln nicht môglich 
sind, was bereits Humbert bemerkt hat. Ferner aber — und 
das ist das wesentlich Neue — gibt es hier Transformationen der 
vier Periodenpaare, welche sich nicht als Transformation der Ë, Ë 
darstellen lassen, die aber ebenfalls zu Transformationsgleichungen 
führen. Die Funktionen gehôren zu Untergruppen der Modul- 
gruppe, welche durch Kongruenzen nach Zdealen definiert sind. 
Ihre Koeffizienten genügen denselben Gesetzen, die man erhält, 
wenn man rein formal die Transformationsdeterminante durch ein 
Ideal ersetzt. 


Über das Gebiet, welches von konvexen Kurven in 
der Ebene bedeckt wird. 


Von 
Georg Pick in Prag. 
Vorgelegt von Herrn D. Hilbert in der Sitzung vom 30. Januar 1915. 


In einer in den Math. Annalen!) demnächst erscheinenden 
Arbeit haben Frank und ich unter Anderem festgestellt, welches 
Gebiet der Ebene von den Kurvenbügen 


y = px), dre 


bedeckt wird, wenn (x) irgend welche nach oben?) konvexe, 
positive, mittelst 


Jour = 1 


normierte Funktionen bedeutet. Ich beabsichtige hier die näm- 

Û liche Frage für nach unten konvexe Kurven*) zu beantworten. 
Die Herren F. Bernstein und M. Krafft haben jüngst in diesen 
Nachrichten daran erinnert, daf ein Sonderfall schon von Gauf 
erledigt worden ist) Die beiden Autoren verallgemeinern das 
Gauf’sche Resultat bis zu einem gewissen Grade; man kann aber 
hierin viel weiter gehen nnd dadurch ein abschliefendes über- 
sichtliches Resultat erzielen. 


1) Bd. 76. 
< 2) ,nach oben“ d. h. nach der Seite der zunehmenden Ordinaten, u. vice versa. 

3) Solche Kurven sollen im Folgenden kurz q genannt werden; falls die 
Funktionen nicht normiert sind, aber doch positiv und nach unten konvex, sollen 
sie mit f bezeichnet werden. 

4) F. Bernstein und M. Krafft, Integralgleichungen konvexer Funktionen. 
Gôtt. Nachr. 1914. 

Kgl. Ges. à. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 1, 8 
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1. Das Gesamtgebiet. 
Die Kurven y liegen sämtlich in dem von den Geraden 
di=10, LA} == 0 
begrenzten Streifen S mit y — 0. Um die genaue Begrenzung des 
von ihnen bedeckten Gebiets zu erhalten, betrachten wir insbeson- 
dere die, welche entweder ganz oder unter unter Zuziehung eines 


Stücks der x-Achse von einer Geraden gebildet werden. Wir be- 
zeichnen die Kurven dann mit œ. Im ersteren Fall hat man 


px) = p(—2)+ax D; 4 =0 
und wegen der Normierung 
p+pa+g = 38. 
Im andern Fall ist entweder 


p(t) — Tax 0STSAEN 
0 LR 

oder 

pe 0 Dr = au 

p b He 

1—a Éd nn 
Beidemal ist wegen der Normierung 
ab —="8. 


Betrachten wir nun eine Stützgerade einer be- 
liebigen œ(x) in irgend einem ihrer Punkte M 
(Fig. 1), so bildet diese allein oder mit einem 
Stück der Abszissenachse zusammen eine Kurve 
f, welche wegen 

L TI O ET 70) 
die Relation 


MOTS 
0 


befriedigt. Konstruiert man also zu f parallel 
w, s0 ist allgemein 

F (a) £ (x), 
Figur 1. das heïift, der Punkt M der Kurve y liegt unter- 
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halb oder hôchstens auf der . Man betrachte nun die Einhüllende 
aller p'). Sie besteht den drei Gruppen von o gemäf aus einem 
Hyperbelstück, welches durch 


ÿ—4(8# —-32+1) —=0 y—>0, 
gegeben ist, und welches von den Punkten G 


3° He 


begrenzt wird, in denen die Greraden 


= V3.(1—-2) und y — V8.x 
berühren; und zwei ins Unendliche sich erstreckenden, zu einander 
symmetrischen Bogen zweier Kurven dritter Ordnung, nämlich 


9xy —4 = 0 y>0,0Z=x< À 
und 
9A—-x)y-4=0 y>0,2<x<1i, 


*welche sich an den Hyperbelbogen stetig und mit stetiger Tan- 
gente anschliefen. Zusammen bilden die drei Bogen eine nach 
unten konvexe Kurve K, welche die Geraden 
æ = 0 und x — 1 zu Asymptoten hat, und in 
Bezug auf x — } symmetrisch ist. Für später . 
ist es noch von Wichtigkeit, daf sich von jedem 
Punkte der Geraden x — 0 und x — 1 genau 
eine Tangente an ÆX legen läft. 

Da nun jeder Punkt einer @ unterhalb 
einer y, diese aber unterhalb X liegt, so folgt: 

Der von der Kurve X und den 
Randlinien von S begrenzte Teil des 
Streifens $S ist das Gebiet der Kur- 
ven. (Fig. 2, wo das Gebiet schraffiert ist.) 

Denn, daB dieser Raum von den Kurven 
œ ausgefüllt wird, ist klar, weil ihn schon die 
œ überdecken. 


2. Einschränkung durch Randbedingun gen. 
Die Randordinaten m(0) und (1) einer Kurve w kônnen be- 
liebig grof sein. Wir schränken die Mannigfaltigkeit der y ein, 
indem wir festsetzen 
pOZ=u, p<£e, 


wo #, v positive Zahlen (einschlieflich Null und Unendlich) sein 
sollen. Damit überhaupt diesen Bedingungen genügende y, die 


1) D. h. ihrer nicht in die x-Achse fallenden Bestandteile. 
8* 
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mit p, bezeichnet werden sollen, existieren, mu 
(*) + uv +0 = 32 
sein. Denn es ist für alle x im Intervall 
Pur (X) = U(L—x)+ 22, 
also 


1 À \ 
È = f pu(e) de = [ [u(i—2)+ val de eg rie 
“ 0 


wie behauptet. Legt man nun, falls p endlich ist, von (0, «) die 
Tangente an Æ, und verfährt ebenso bezüglich (1, v), so ist die 
Abszisse des zu (1, v) gehôrigen Berührangspunkts nicht kleiner 
als jene des zu (0, «) gehôrigen Berührungspunkts, weil wegen (*) 
die Verbindungsgerade von (0, «), (1, v) die Kurve Æ schneidet 
oder mindestens berührt. 

Der Zug X,, bestehend aus den 
genannten Tangenten bis zu den Be- 
rührungspunkten und dem zwischen 
diesen gelegenen Bogen von K be- 
- grenzt das Gebiet der y, nach oben. 
(Fig. 3.) 

(Hierzu ist zu bemerken, daf für un- 
endliches « oder v das betreffende Tangenten- 
stück entfällt, und X auf der entsprechenden 
Seite bis ins Unendliche in Anspruch zu 
nehmen ist.) 

Um diesen Satz zu beweisen, haben wir 
die Überlegungen von 1. zu wiederholen, 
: indem wir uns nur auf w., und die entspre- 

re chenden w,, beschränken. Insbesondere ist 
klar, daf keine y, in die nunmehr ausgeschlossenen Teile von 
K über den beiden Tangenten eindringen kann, ohne mit den Be- 


dingungen 


Pu(O) = u, Pw() =?) 


in Widerspruch zu geraten. Andrerseits reichen schon die y. für 
sich an K,, überall heran. 

Um die Begrenzung des Gebiets nach unten zu ermitteln, 
verbinden wir einen beliebigen Punkt der Kurve 


re Duo (E) 
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mit den Punkten (0, w) und (1, v) (Fig. 4). Die gebrochene Linie 
stellt eine Kurve y = f(x) dar, für welche im ganzen Intervall 
Pur (E) £ F (&) 
ist, also 
JF) ds 1, 
0 


wobei das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn f (x) ganz mit p,,(x) 
zusammenfällt. Um also den kleinsten Wert zu finden, welchen 


Figur 4. Figur 5. 


ein y, für ein bestimmtes æ annehmen kann, suchen wir eine 
den Bedingungen 


Puw(O) = u,  Pw(l) = » 
gemäB zu bestimmen, so daf die Bruchstelle gerade die fragliche 
Abscisse hat. Gibt es eine solche, so ist die Ordinate y — ÿ,,() 
der gesuchte kleinste Wert, sonst ist er gleich Nall. Nun gibt aber 
die Normierungsbedingung folgende Relation zwischen x und y‘): 
(y+u+v)[y—u(i—x)— 0x] — 8 — 0? — uv —v?. 
Wenn diese Hyperbel H,, also einen Bogen im Streifen 
S besitzt, so bildet eben dieser Teil ein Stück der 


Begrenzung des Gebiets nach unten (Fig. 6), welche 
im Ubrigen von der Abszissenachse geliefert wird. 


1) Vel. Fr. u. P. $ 8 Die Bedingung ist hier und dort gleichlautend, der 
Unterschied besteht einzig im Vorzeichen der rechten Seite. 
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Es ist leicht zu sehen, da H,, in den Streifen S dann und 
nur dann eindringt, wenn wenigstens eine der Bedingungen 
uw <3, v = 3 


erfüllt ist und w, v beide endlich sind !). 


1) Dies trifft auch in dem Fall zu, welchen Bernstein und Kraft über GauB 
hinausgehend diskutieren, wo nämlich # — 0, v beliebig = V3 ist. Die Hyperbel 
lautet in diesem Falle 


(y + v)(y — vx) = 3 —v?; 
sie tritt bei fi _ 2 o) in den Streifen S ein, und bei (1, V3) aus ihm aus. 
Die Begrenzung von X,, nach unten besteht also aus dem Stück der Abszissen- 
achse 0 æ < 1— _ und dem angegebenen Hyperbelbogen, Von dieser un- 


teren Begrenzung findet sich bei den genannten Autoren keine Erwähnung. 


Theoretisches und Experimentelles zu der piezo- 
elektrischen Erregung eines Kreiszylinders durch 
Drillung und Biegung. 


Von 
W. Voigt und V. Freedericksz. 
Mitgeteilt von W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Mai 1915. 


1) Die ersten Versuche, einen Kristall durch Drillung 
piezoelektrisch zu erregen, hat Herr Rôüntgen') angestellt. Er 
benutzte dabei zwei Kreiszylinder aus Bergkristall, deren Achsen 
der kristallographischen Hauptachse parallel sein sollten, und 
studierte ihre Erregung mit Hilfe der Influenz auf einen der Ober- 
fläche genäherten, zur Zylinderachse parallelen und mit einem 
Elektrometer verbundenen Draht. Die Beobachtungen ergaben 
überraschender Weise im scheinbaren Widerspruch mit der trigo- 
nalen Symmetrie des Bergkristalles eine Erregung, bei der vier 
Quadranten des Zylinderumfanges sich abwechselnd entgegenge- 
setzt verhielten. Herr Rôntgen hat an seinen Quarzzylindern auch 
das inverse Phänomen, die elektrische Drillungs-Deformation, her- 
vorgebracht. Er setzte zu diesem Zweck seine beiden Quarz- 
zylinder zu einem von der doppelten Länge zusammen und ar- 
mierte das Präparat mit Hilfe von Stanniolstreifen, die auf die 
vier Zonen stärkster piezoelektrischer Erregung aufgeklebt wurden. 
Bei abwechselnd + und — Ladung und Entladung dieser Streifen 
lief die Beobachtung mit Fernrohr, Spiegel und Skala an dem 
freien Ende des eïinseitig befestigten Zylinders eine minimale Dre- 
hung erkennen. 


1) W. C. Rôntgen, Wied. Ann. 39, p. 16, 1889. 
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Nach der allgemeinen Theorie der piezoelektrischen Erregung t) 
beruht der ganze von Herrn Rôntgen beobachtete Effekt darauf, 
daf die Achsen seiner Zylinder nicht genau in die kristallo- 
graphische Hauptachse fielen, da ein genau richtig orientierter 
Zylinder keine der beobachteten Wirkungen zeigen kann. Es be- 
steht nämlich der allgemeine Satz”), daB ein gleichwie immer 
orientierter Kreiszylinder aus beliebiger Kristallsubstanz durch 
gleichfôrmige Drillung oder Biegung, wenn überhaupt, dann 
stets so erregt wird, daB sein Umfang in vier Quadranten ab- 
wechselnd entgegengesetzten Verhaltens zerfällt. Ist also die 
kristallographische Symmetrie des Zylinders mit einer solchen 
Vierteilung im Widerspruch, so muB die Erregbarkeit überhaupt 
fehlen. 

Der Umstand, daf nach dem Vorstehenden die piezoelektri- 
sche Erregung durch Drillung und ihr Reziprokes bisher eigentlich 
sozusagen nur zu Unrecht beobachtet worden sind, lieB es mir 
erwünscht erscheinen, einige Beobachtungen nach wirklicher An- 
leitung der Theorie auszuführen. In der Tat mag wohl die bisherige 
ausschlieBlich negative Aussage der Theorie bez. der Rôntgenschen 
Beobachtung nicht voll überzeugend erscheinen und einer Ergänzung 
nach der positiven Seite bedürfen. Offenbar mufte in geeignet 
gewäblten Orientierungen der Effekt beträchtlich stärker ausfallen, 
als bei den von Herrn Rüntgen gewählten, im Grunde sebr un- 
günstigen Verhältnissen, und quantitativ mit der Theorie ver- 
gleichbar sein. Ferner schien es mir lohnend, daneben ein erstes 
Beispiel für die Erregung eines Zylinders durch Biegung zu 
liefern, da meine theoretischen Entwickelungen diesen Fall mit 
umfassen und für ïihn analoge Verhältnisse signalisieren, wie für 
die Drillung, eine bez. Beobachtung bisher aber fehlt. 

2) Die Potentialfunktion eines hinreichend langen der Z-Achse 
parallelen und längs dieser Achse homogen erregten Zylinders läft 
sich schreiben 


ah D un 
1) C — 2 [ rned+ à J Pntran, 


wobei P, und P, der spezifischen elektrischen Momente nach X und 
Y bezeichnen, dg, das Querschnittelement des Zylinders an der 
Stelle x, y, und » die Entfernung dieses Elementes von dem be- 
trachteten Punkt xy ist. Wir schreiben dies kurz 

oJ' . ÔJ" 
. *1ES nya 0y 
1) W. Voigt, Gôtt. Abh. 1890; Kristallphysik, p. 814 Leipzig 1910. 
2) W. Voigt, 1. c. p. 62, resp. 887. 
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Für unsern Fall eines kreisfôrmigen Querschnittes führen wir 
Polarkoordinaten ein, setzen also 
9) L — PCOSY, Y — PsinY, 2, — D, COS) Y, —= D, Sin, 
aq ee PAU d% | 

und schreiben 

pp = —-25 — (2 +) cos 7 (4 — 1) 
4) 

für p<p,: nr = hnyp,-2 > — à (2 | cos à (= 4). 


Analog entwickeln wir P, und P, in Reïhen nach den Formeln 


è P, = A;+Y (4; cos ny,+ B;sin ny), 
) P, = A+ 3 (4 cos ny, + Bisinny,); 


‘die À und B sind dabei Funktionen von p,, und alle Reihen sind 
von 1 bis wo erstreckt 
Kürzt man bei Einführung des Zylinderradius R ab 


6) Jin Agé ds = À | Euptdp, = Eh 
so ergibt sich für p=>R 
7 te, [ai LS _ M RNA D] 
und analog J”. Hieraus folgt dann gemäf 2) 
D=t2# Ë (A, cos 4 + À” sin #) 
8) à 
Æ 5 2 (Ai — 8) cos (+ 1) 2 (Aï + Bi) sin (i + 1))| 
Von dieser allgemeinen Formel machen wir Anwendung auf 


den Fall, daf P, und P, linear in x und y sind; wir setzen dem- 
gemäf 
9 P, = a"x,+0'y, — p,(a' cos y,+ b' sin Y,) 
P, = «'a,+0'y, = p,(a” cos x, + 0" sin ,). 
Es verschwinden dann alle À und B mit Ausnahme von 
10) AP CNP MN GA pra" pb" 
und analog auch alle À und B mit Ausnahme von 
M) A = 4 0182 BL 1 00R A = 1a"R4, Bi 204 
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Hiernach wird in dem vorausgesetzten Falle 


12) pi= _ [(a' — D”) cos 24 + (a” + b') sin 27]. 
Für die Beobachtung nach der Kundtschen Bestäubungs- oder 
der Rüntgenschen Influenzmethode ist die zum Radius p parallele 


Feldkomponente €, — —0w/0p für p = R mafigebend. Für diese 
folgt nunmehr 
13) E, — xR((a' — b") cos 27 + (a” + b') sin 2y). 


Da nach der Theorie die gleichfôrmige Biegung und Drillung 
eines elliptischen und speziell eines Kreiszylinders auf Ausdrücke 
für P, und P, von der Form 9) führt, so hat die gewonnene 
Formel für o auch in diesen Fällen Geltung, und es folgt der Satz, 
auf den im Eingang Bezug genommen ist. 

Für absolute Messungen der Erregung wird man am besten 
so verfahren, daf man die vier Quadranten, in denen €, je das- 
selbe Vorzeichen bewahrt, mit leitenden, aber gegeneinander iso- 
lierten Belegungen versieht und die bei der Deformation in ihnen 
influenzierten Ladungen durch die meBbaren Elektrizitätsmengen 
kompensiert, die ein Curiescher Quarzstreifen liefert. Die Theorie 
dieses Verfahrens setzt voraus die Bestimmung derjenigen Ober- 
flächendichte 6,, deren Potentialfunktion diejenige der Erregung 
des Zylinders in der ganzen Oberfläche zu Null kompensiert. 

Machen wir für 6, den Ansatz 


14) 6, = M,+ D (m, cos hy° + n, cos h4°), 
so findet sich die Potentialfanktion 
k 
15) Po — —2rkR [ne nr-> £ () (m, cos ky + n, sin 73)| . 


Damit non für p — R 


p+p = 0 
sei, muf gelten 
m, = $R(a—0"), n, = £R(a’+0), 

während alle anderen # und % verschwinden. Somit findet sich 
16) 6, —= + R((a’ — D") cos 2y + (a” + b') cos 27), 
was mit E,/2x übereinstimmt. 

Um die Gesamtladung eines Quadranten zu bestimmen, hat 
man 6, über die Fläche der Belegung zu integrieren. 

8) Für einen Kristall der hemimorphen Gruppe des trigonalen 
Systemes (Quarz) lauten die Werte der piezoelektrischen Momente 
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nach den Koordinatenachsen, als Funktionen der Druckkomponenten 
X,,... X,, falls man (wie ich gewôhnlich tue) die Z- in die Haupt- 
achse, die X- in eine Nebenachse legt!), 


ui. = (Xe) RAT, 
Po A MR Pi — 0. 


Dabei stellen d, und d,, die beiden piezoelektrischen Moduln der 
bez. Kristallgruppe dar. 

Die Druckkomponenten im Innern eines mit dem Moment N 
um die Längsachse gedrillten Kreiszylinders werden, wenn die 
Z'-Achse in diese Längsachse gelegt wird, bei beliebigen X’- und 
Y'-Richtungen, gegeben durch?) 


17) 


__2Nx 2! — 2Ny' 
rh? Cr CT rh" 
Fällt die Z’- mit der obigen Z- resp. Haupt-Achse zusammen 
und ebenso X’ mit X, Ÿ’ mit YŸ, dann wird 


18) X=Y=Zi=X,—0, Y— 


19) Dee 


Die elektrische Erregung findet in diesem ersten Hauptfalle in 
radialer Richtung und in mit p — Vx*+#” proportionaler Stärke 
statt. Es ist von vornherein klar, daf eine solche Erregung in 
dem Aufenraum keine Wirkung üben kann, und der allgemeine 
Ausdruck für y bestätigt dieses. 

Nehmen wir den zweiten speziellen oder Hauptfall, daf der 
Zylinder mit seiner Achse parallel einer Nebenachse liegt, so 
formen wir das Formelsystem 17) am besten durch zyklische Ver- 
tauschung auf ein Achsenkreuz um, dessen Y-Achse in die Haupt- 
achse und dessen Z- in eine Nebenachse fällt. Dasselbe lautet nun 


1 ie du Y, +24, Z,, E, = 0, 
= F, an d;, (Z,— X,) Æ du Xe 
Hier ergibt sich dann 


20) 


2N 
21) —P, = are Gi — 2yd) P, = 0, Fe = 0; 
es ist also nach 9) 
: 2Nd, ; 4N@,, À: : 
22) a = — rh b DU Tu deb —)(} 


1) W. Voiïgt 1. c. p. 26 resp. 830 und 832. 
2) S. W. Voigt, Gôtt. Abh. 1887, p. 61, Kristallphysik p. 656. 
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und nach 12) und 16) 


Pi _. (— d,, cos 24 DE 2dy sin 2%), 


23) 
6, = _. (— d,, cos 2y + 2d,, sin 24), 
oder, wenn 
d, = —Dsin2y, 24, — D cos 2y 
gesetzt wird, 
ND ND: 
24) p = —; AE pe Sn 2(v +2). 


Die Gesamtladung E' einer Quadrantenbelegung von der Länge L, 
deren Mitte bei 4’ liegt, findet sich hiernach zu 
d'+ir 
DBÿ Mer pris LR [ PRO Re sin 2(u + y): 
SET 
sie ist also gleich Nall für 2(p+%) — hx, ein Extremum für 
2(p+ 4) = 32h17. 

Eine dritte spezielle Lage von besonderer Symmetrie entsteht, 
wenn die Zylinderachse senkrecht sowohl zur Haupt- als zu einer 
Nebenachse steht. Läft man gleichzeitig die X- in die kristallo- 
graphische Hauptachse fallen, so gilt das aus 20) durch zyklische 
Vertauschung folgende Wertsystem 


P, — 0, Lula = di(Y,— Z,) + 4,,Z, æ 
P.= diX,+24, YA 
Hier liefert die Drillung gemäB 18) 


26) 


27) PA AE 
es ist also 

! ! 2 " 2Nd,, 

a —= b = GO = 0, b = — x ke: : 

N ; M 

28) p = pe du COS 2% Oo —= DR du cos 27, 
29) IP _ d,, cos 24”. 
Die Orientierungen, für welche Æ' verschwindet, sind also durch 
27! — 1(2h—1)x gegeben, diejenigen, für welche es Extremwerte 


annimmt, durch 24 = hx. 


Theoretisches und Experimentelles zu der piezoelektrischen Erregung etc. 1925 


Erstrecken sich die Belegungen nicht über volle Quadranten, 
aber lassen sie nur an den Stellen, wo die Wirkung durch Null 
hindurchgeht, sehr kleine Lücken zwecks der nôtigen gegenseitigen 
Isolation frei, so werden die erhaltenen Formeln 25) und 29) 
trotzdem anwendbar bleiben. Anders verhält sich die Sache, wenn 
die Belegungen beträchtlich schmäler oder gegen die soeben vor- 
ausgesetzte Lage etwas gedreht sind, wie das unten bei gewissen 
Beobachtungen zur Anwendung gebracht werden wird. Hier ist 
das vorstehend entwickelte Verfahren in Strenge gar nicht mehr 
anwendbar, denn dasselbe setzt ausdrücklich voraus, daf die ganze 
Oberfläche des Zylinders auf das Potential Null gebracht sei. In- 
dessen wird man die Formel 25) resp. 29) mit einem von der Breite 
der Belegungen abhängigen Faktor immer noch für die Bestimmung 
desjenigen Einflusses anwenden kônnen, den die Orientierung des 
Belegungssystemes auf die influenzierte Ladung übt, und so die 
Symmetrieverhältnisse der Erregung feststellen. Für diesen Zweck, 
wo nur relative Messungen in Frage kommen, wird man auch nicht 
das umständlichere Verfahren der Kompensation durch den Curie- 
Streifen anzuwenden brauchen, sondern sich allein auf die Be- 
obachtung von Elektrometerausschlägen beschränken kôünnen. 

4) Für die Beobachtungen standen uns zwei Zylinder aus Berg- 
kristall in Orientierungen zur Verfügung, die oben als zweite und 
dritte bezeichnet sind. 

Der erste Zylinder mit der Achse parallel einer kristallo- 
graphischen Nebenachse hatte einen Durchmesser von 1,2 cm und 
die beträchtliche Länge von rund 16cm, der zweite Zylinder mit 
der Achse normal zur Haupt- und einer Nebenachse hatte 1,09 em 
Durchmesser und rund 13 cm Länge. Für die Drillung wurde der 
betr. Zylinder vertikal aufgestellt und an dem oberen freien Ende 
einem Drehungsmoment ausgesetzt. Die Beobachtungen zerfielen 
je in zwei Teile: eine Verifikation der geometrischen Ver- 
hältnisse der elektrischen Erregung, wie sie durch die Formeln 
25) und 29) ausgedrückt werden, und eine Vergleichung des fak- 
tischen Absolutwertes der maximalen Erregung mit dem Re- 
sultat der Theorie. 

Bei dem ersten Teile handelt es sich, wie schon oben ange- 
deutet, um relative Bestimmungen der Influenzierung eines 
leitenden Quadrantensystemes, wenn dasselbe sukzessive in ver- 
schiedenen Orientierungen gegen die transversal zum Quarzzylinder 
liegende kristallographische Hauptachse angebracht wurde. Zu 
diesem Zwecke wurde ein in vier Quadranten zerlegtes Messingrohr, 
dessen Teile durch Hartgummiringe zusammengehalten wurden, 
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über den Zylinder gesteckt. (Der Querschnitt ist in Fig. 1 wieder- 

gegeben.) Dies System lief sich um den Zylinder drehen; ein am 

Zylinder fester Teilkreis gestattete die jeweilige Orientierung der 

Quadranten gesen die Richtung der auf einer Grundfläche mar- 

kierten kristallographischen Hauptachsen abzulesen. Je zwei gegen- 

überliegende Quadranten waren leitend mit einander gekoppelt; 

das eine Paar wurde bei der Beobachtung geerdet, das andere mit 

dem Faden eines Edelmannschen Elektrometers verbunden, welches 

wiederholt durch eine Krüger-Batterie graduiert wurde. Bei der 

gewählten Anordnung sind die piezoelektrischen Effekte aufer- 

ordentlich stark. Das geringe Drehungsmoment von 230 gr ><6,7 em, 

das natürlich an dem starken Zylinder eine ganz minimale Drillung 

bewirkte, lud bei der günstingsten Stellung der Quadranten am 

ersten Zylinder den Elektrometerfaden auf mehr als 25 Volt. Es 

bot keinerlei Schwierigkeit, den gan- 

zen Verlauf der Erregung bei Drehung 

der Quadranten um den Zylinder zu 

verfolgen. Bei der Beobachtung wurde 

das Quadrantensystem sukzessive um 

den Quarzzylinder gedreht und die 

jedesmalige Orientierung am Teilkreis 

festgestellt, dann das Drehungsmoment 

durch Belastung ausgeübt und der 

Ausschlag des Elektrometerfadens ab- 

gelesen. Diese Ablesungen wurden 

Fig. 1. (gemäB der Graduierungstabelle des 

Elektrometers) auf Spannungen um- 
gerechnet. 

Für absolute Messungen sind drehbare Quadranten, die sich 
naturgemäf nicht ganz dicht an den Quarzzylinder anschmiegen 
künnen, ersichtlich nicht eine brauchbare Anordnung. Für die Veri- 
fikation der geometrischen Resultate der Theorie sind sie sehr 
bequem, besonders auch für die Bestimmung der Orientierung der 
maximalen piezoelektrischen Erregung, die ein Interesse besitzt, 
weil für sie beim ersten Zylinder das Verhältnis der beiden piezo- 
elektrischen Moduln d,, und d,, des Bergkristalles maBgebend ist. 

Die Erscheinung eignet sich sehr zur Demonstration in Vor- 
lesungen über Kristallphysik, und die Firma Dr. Stees und Reuter 
in Bad Homburg, die uns die Quarzzylinder und den Drillungs- 
apparat geliefert hat, führt die Apparatur deshalb auch in ihrem 
neuen Preisverzeichnis. 


+60 
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Figur 2 stellt zwei von Dr. Freedericksz am ersten Zylinder 
mit zwei verschiedenen Belastungen erhaltene Kurven für die 
Abhängigkeit der Ladungen von der Orientierung der Quadranten 
dar. Auf der Abszissenachse sind die Ablesungen an dem Teil- 
kreis verzeichnet, der die Orientierung der Quadranten erkennen 
läft; die Ordinaten geben die zugehôrigen Spannungen in Volt. Die 
speziellen Stellangen, wo die eine Quadrantenspalte in die 
Richtung der kristallographischen Hauptachse fiel, sind durch 
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Quarz No. 1 Drillung. Fig. 2. 


A bezeichnet. NaturgemäB ist die Bestimmung dieser Stellen 
weniger genau als diejenige der relativen Drehungen, da, wie ge- 
sagt, die Richtung der Hauptachse nur durch einen Strich auf der 
einen Erdfläche des Zylinders markiert war; die Unsicherheit 
mochte etwa 2° betragen. Immerhin lassen die mitgeteilten Kurven 
auBer der von der Theorie geforderten Vierteilung des Umfanges 
nach dem Gesetz 25) unzweiïfelhaft erkennen, daf die Nullstellen 
der piezoelektrischen Erregung nicht genau mit den durch die À 
markierten Lagen zusammenfallen. Dies hat ein Interesse, weil 
die Theorie auf eben dies Resultat führt. Nach Formel 25) und 
dem dazu Bemerkten liegen die Null-Lagen um einen Winkel y 
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von den Richtungen 4 entfernt, der gegeben ist durch tg2y 
— —d,,/24,. Der Modul d,, ist am genauesten durch P. Curie‘) und 
Rôüntgen*?) bestimmt; man kann für ihn in absolutem Maf 6,9.107* 
einsetzen. Der Modul d,, ist bisher noch nicht zuverlässig ge- 
messen; nachden vorliegenden Beobachtungen *) darf man ihn auf 
etwa 1,7.10"®schätzen. Hieraus würde für 4 der Wert 3,5° folgen; 
man ersieht aus den Kurven in Fig. 2, daf der beobachtete Wert 
(ca. 5°) in der Tat von dieser GrôBe nicht mehr abweïicht, als die 
Unsicherheit der Bestimmung von 4’ beträgt. | 

Um zweitens den absoluten Wert der an dem ersten 
Zylinder beobachteten piezoelektrischen Erregung durch Drillung 
mit dem Resultat der Theorie zu vergleichen, haben wir den Zy- 
linder auf 11,9 cm seiner Länge mit Stanniolstreifen beklebt, die 
sich angenähert je von einer bis zur nächsten Nullstelle der Er- 
regung erstreckten und so vier leitende Quadranten darstellten. 
An sie schlossen sich an den beiden Zylinderenden Schutzringe 
aus Stanniol. Die Streifen waren nach Auflôtung feiner Zuleitungs- 
drähte mit einem Schellacküberzug versehen. Dem so armierten 
Zylinder war ein Curiescher Piezoquarz parallel entgegenge- 
schaltet von 13,5 cm belegter Länge bei 0,098 cm Dicke. Es wurden 
Belastungen an dem Zylinder und an dem Streifen ausprobiert, 
bei denen die an beiden Präparaten erzeugten Ladungen gleich 
waren, der Faden des Elektrometers also merklich in der Ruhe- 
lage verharrte. Ein solches Wertpaar war 142 gr an dem Zylinder, 
280 gr an dem Streifen. 

Für die maximal erregte Ladung auf zwei Quadranten des 
Zylinders liefert 25) die Formel E’ — 2LND/xk°, wobei L die 
Länge der Quadrantenbelegung bezeichnet. D — Va + d!, ist 
für unsere Zwecke mit 24,, praktisch gleich. Da der Hebelarm 
— 6,7 cm war, so hatte N den Wert 950. Der Durchmesser des 
Zylinders von 1,2 cm lieferte für xÆ° den Wert 1,13. Diese Zahlen 
führen auf E’ — 4,08.10*.d,,. Bezeichnet E” die auf dem Curie- 
streifen von der belegten Länge / und der Dicke d durch ein Ge- 
wicht P erregte Ladung, so gilt E" — Pld,,[d. Die Werte P = 280gr, 
l — 13,7cm, d — 0,098 cm führen auf E” — 3,92.10*.d... 

Dieser Wert kann als eine durchaus genügende Bestätigung 
der Theorie gelten, obwohl er um 2,5 ° kleiner ist als E. Es 
wirken nämlich, soweit erkennbar, alle Fehlerquellen dahin, den 
beobachteten Wert von E” zu verkleinern. Von solchen kommen 


1) Mad. P. Curie, Traité de Radioactivité T. 1, p. 98, 1910. 
2) W. C. Rôntgen, Ann. d. Phys. 41, p. 449, 1918. 
8) W. Voigt, Kristallphysik, p. 869. 
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besonders zwei in Betracht: einmal kônnen die Stanniolbelege na- 
turgemäB weder streng die volle Ausdehnung von Quadranten 
haben, noch ist es môglich, sie genau in die theoretische Lage 
maximaler Wirkung zu bringen; sodann ist eine absolut genaue 
Orientierung des Zylinders gegen die Kristallachsen an sich 
schwierig und môglicherweise durch unvermeidliche Inhomogeni- 
täten innerhalb eines Kristallindividuums von so mächtigen Di- 
mensionen (mehr als 16cm Dicke!) prinzipiell ausgeschlossen. Da 
aber die vorausgesetzte Orientierung eine solche maximaler Er- 
regung ist, so mu jeder Fehler herabdrückend wirken. Ein Über- 
schlag zeigt, da8 die beiden Umstände zusammen sehr wobl einen 
Einflu8 von der Grôfenordnung der Differenz Æ"— E' üben kônnen. 

Es mag bemerkt werden, da ein Quarzzylinder in der von 
uns benutzten Orientierung recht gut statt des Curieschen Streifens 
als konstante Elektrizitätsquelle benutzt werden kann. Er bietet 
gegenüber dem Streifen den Vorteil einer viel geringeren Zer- 
brechlichkeit; auch ist bei dem grofen Querschnitt ein stôrender 
EinfluB der metallischen Belegung nicht zu befürchten. Stellt man 
die Belegungen durch Versilberung des Zylinders her, ihre Grenzen 
durch mit einem Diamanten gezogene Linien, so wird man auch 
den Voraussetzungen der Formel 25) leicht sehr genau entsprechen 
kônnen. — 

Mit dem zweiten Quarzzylinder, dessen Achse normal zur 
Haupt- und einer Nebenachse lag, hat Dr. Freedericksz dieselben 
beiden Beobachtungsreïihen ausgeführt, über die vorstehend bez. 
des ersten Zylinders berichtet ist. Wegen der geringeren Di- 
mensionen des Zylinders wurde ein neues Quadrantensystem von 
der durch Fig. 1 angedeuteten Eïinrichtung hergestellt. Fig. 3 
gibt in analoger Weise, wie Fig. 2 für den ersten Zylinder tat, 
die Resultate der relativen Messungen wieder. Die Vierteilung 
des Zylinderumfanges bez. der piezoelektrischen Erregung und die 
Lagen der Extremwerte und Nullstellen entsprechen der Theorie, 
wobei zu bemerken, daB auf genaueste Orientierung der Kreisteilung 
der Quadranten zur optischen Achse hier kein besonderer Wert 
gelegt worden ist. Die viel geringere Stärke der Erregung des 
zweiten Zylinders gegenüber dem ersten bei dem gleichen Moment 
fiel auch ohne absolute Messung sofort auf und veranlafite eine Ein- 
stellang des Elektrometers auf grôBere Empfndlichkeit. 

Die absoluten Messungen hatten allerdings bei dem zweiten 
Zylinder geringere Zuverlässigkeit, als bei dem ersten, da bei ihm 
Fehler in der Orientierung (die, wie oben gesagt, u. U. durch das 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Ki. 1915, Heft 1. 
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Material notwendig bedingt sein kônnen) viel mehr in’s Gewicht 
fallen, als bei jenem. JLäft sich nun zwar die Ebene normal zur 
Hauptachse optisch recht genau festlegen, so versagen doch optische 
Hilfsmittel zur Bestimmung einer speziellen Richtung in dieser 


DU A 1 M EL NS 0 
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Quarz No. 2. Drillung. Fig. 8. 


Ebene vollkommen. Die Firma Steeg und Reuter gibt einen Fehler 
in dieser Ebene von ‘2° gegen die Kristallform ausdrücklich 
zu, wozu noch die Môglichkeit unvollkommener Homogenität der 
Materialen kommt. Innerhalb der Âquatorebene ist nun aber die 
beim zweïiten Zylinder vorausgesetzte Achsenrichtung diejenige 
eines auBerordentlich spitzen Minimums der Erregbarkeit. 
Weicht die Zylinderachse um einen Winkel £ aus der verlangten 
Richtung ab, so tritt nach der Theorie an Stelle von 29) die 
Formel 


LAVE 2 (d,, cos 24° — 24,, sin 36 sin 27"), 


und dies bedingt eine VergrôfBerung der maximalen Erregung im 
Verhältnis \/d}?,+ 4d?, sin° 3€: 4, Da nun d?, zu 4d?, sich etwa wie 
8 zu 200 verhält, so sieht man, welche enorme Wirkung schon 
ein relativ kleiner Fehler £ zu üiben vermag. Es war also zu er- 
warten, da die Messung der Erregung an dem zweiten Zylinder 
einen zu groBen Wert von d,, liefert, mit einem Fehler, der viel 
beträchtlicher ist, als der bei der Bestimmung von d,, mit dem 
ersten Zylinder begangene. Trotz dieser Aussicht ist die Messung 
ausgeführt worden, und sie hat den Erwartungen entsprochen. 
Für die absolute Bestimmung der Erregung wurde wieder eine 
Stanniolbelegung angebracht, deren Quadranten môglichst vollständig 
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die Bereiche gleichartiger Oberflächenladungen bedeckten und beider- 
seits dureh Schutzringe ergänzt wurden. Ihre Länge betrug 9 cm. 
Die Beobachtung geschah mit Hilfe des entgegengeschalteten Cu- 
rieschen Streifens; es zeigte sich, daB eine Belastung von 500 gr 
am Drillungsapparat durch eine solche von 151gr am Streifen 
kompensiert wurde. Die Formel 29) liefert für die auf zwei 
Quadranten von der Länge L maximal frei werdende Ladung 
E'—2L _ und die angegebenen Daten führen auf E' — 6,47 .10* 4... 
Die auf dem Curiestreifen entwickelte Ladung £” — Pld,/d findet 
sich bei P — 151 zu 2,11.10*.d4, Die Gleichsetzung ergibt 
d,, — d,,.0,326, woraus bei d, — 6,9.10° folgt d,; — 2,25.10*; 
Wie schon gesagt übertrifft dieser Wert auch den grôBten durch 
direkte Beobachtung gefundenen (Pockels gibt 1,93.10*) erheblich. 
Immerhin stellt das Resultat nach dem zuvor Gesagten keinerlei 
-Widerspruch mit der Theorie dar. 

5) Die Werte der Spannungskomponenten innerhalb eines mit 
den Momenten ZL oder H um die X- oder Y-Achse gebogenen 
Kreiszylinders sind !) 


PR et 7 x 0 —. oder = + 5. 
Verglichen mit den Formeln 17) zeigt dies, daf ein mit seiner 
Achse in die Kristallhauptachse fallender Kreiszylinder (erster 
Hauptfall) durch gleichfôrmige Biegung überhaupt nicht erregt 
wird. Ebenso läBt 20) erkennen, da ein mit seiner Achse zu 
einer Nebenachse paralleler Kreiszylinder (zweiter Hauptfall) durch 
eine Biegung keine transversalen dielektrischen Momente P, 
und P, erhält, somit dabei auf der Mantelfläche keine Erregung 
zeigen kann. 

Anders verhält sich ein Kreiszylinder mit einer Achse, die 
sowohl zur Haupt- als zu einer Nebenachse normal liegt (dritter 
Hauptfall). Die Kombination von 30) mit 26) liefert nämlich 


ns Ve 4d,, Ly 4d,, Mx : 
81) PF, er 0, Le a nr k* Tesp. — a K° ' 
es ist also jetzt a — b' — O0 und resp. a’ = 0, b” — ÉE 
s: Ad, M, 
oder a” — — TR b" = 0. 


1) W. Voigt, Gôtt. Abh. 1887, p. 73; Kristallphysik p. 628. 
9 * 
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Dies gibt nach 12) die beiden Potentialwerte 


9 # 
32) Pr = HE = — Eu sin 24, 


die der Biegung um die X- und um die Y-Achse entsprechen, und 
hieraus die Ausdrücke für die Ladungsdichte 6, in einer leitenden 
und auf dem Potential Null gehaltenen Belegung des Zylinders 


ee COS 2%, Gy = — Fe sin 2%. 


24, 
33) CRT en TRS 


Dem entspricht für eine Quadrantenbelegung von der Länge / mit 
der Mitte bei y’ die Gesamtladung 


__ 24,IL ARE RE | Lee er 
ah cos 24',, E, = — Le sin 27’. 


84)... E! — 


Die Winkel y und ?' sind gegen die X-Achse gemessen, welche 
nach $. 6 mit der kristallographischen Hauptachse zusammenfällt. 
Erfüllen die Belegungen statt des vollen Quadranten einen kleineren 
Winkelraum, so kommen die Bemerkungen von S.7 zur Geltung. 
Nach diesen Resultaten wirken die Biegungen durch Momente 
um die X- und um die YŸ-Achse — d. h. also in unserm Falle um 
die kristallographische Haupt- und eine Nebenachse — in bemerkens- 
werter Weise verschieden erregend; in dem einen Falle liegen 
die Extremwerte der Erregung eben da, wo sich im andern die 
Nallwerte finden. Dabei sind die Extremwerte für beide Lagen 
einander gleich. 

Eïne Biegung durch ein Moment D um eine beliebige 
Achse, welche mit der X-Achse den Winkel y, mit der Y- den 
Winkel ix—# einschlieft, kann durch Superposition der zwei 
Wirkungen von Momenten ZL — D cos y und M — D sin w dar- 
gestellt werden. Hier folgt eine Ladung 


35) E!' — y cos (24'— w), 


welche ihre Extremwerte von der früheren GrüBe bei 24 —# — hx 
annimmt. Die Müglichkeit der Anwendung von Momenten um 
verschiedene Querachsen gibt dem Problem der Biegung eine 
Mannigfaltigkeit, welche dem Drillangsproblem fehlt. 

Za den Biegungsbeobachtungen wurde (da der erste Zylinder 
nach S. 13 auf Biegung nicht reagiert) ausschlieflich der zweite 
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benutzt, für dessen Erregung die Formeln 31) bis 35) gelten. 
Bei den Versuchen lag der Zylinder Z in zwei Gabeln G,, G, 
von Hartgummi und trug an beiden Enden Fassungen F,, F,, die 
in dünne achsiale Messingdrähte D,, D,, ausliefen. In diese Drähte 
waren Rillen eingedreht für die Fäden, welche die Wirkung des 
.belastenden Gewichtes P vermittelten, Siehe die schematische 
Fig. 4. 


Die Einrichtung gestattete eine bequeme Drehung des Zylinders 
um seine Achse, zum Zweck ihn einem biesenden Moment um ver- 
schiedene Querachsen auszusetzen. Vor Aufsetzen der Fassungen 
war über den Zylinder das $. 11 erwähnte Quadrantensystem ge- 
schoben. 

Die eine Hartgummischeibe am Ende der Quadranten trug 
. eine Kreiïsteilung, die benachbarte Fassung F' des Quarzzylinders 
einen Zeiger. Auf diese Weise lieBen sich Drehungen des Qua- 
drantensystemes um den Quarzzylinder mit durchaus hinreichender 
Genauigkeit einstellen. Ebenso konnte, wenn die Quadranten 
festwehalten wurden, der Quarzzylinder recht genau um einen 
bestimmten Winkel, insbesondere den durch die Formeln 34) an 
die Hand gegebenen Winkel von 90° gedreht werden. Eine genaue 
Orientierung der krystallographischen Hauptachse gegen die Achse 
des wirkenden Drehungsmomentes oder gegen den Nullpunkt der 
Quadrantenteilung war nicht vorgesehen; die hauptsächlich inter- 
essierenden Aussagen der Theorie: die Vierteilung des Umfanges 
des Quarzzylinders bez. der elektrischen Erregung und die Drehung 
dieser Erregungsquadranten um 45°, wenn die Achse des Momentes 
um 90° gedreht wird, liefen sich ohne eine solche genaue Orien- 
tierung sicher prüfen. 

Die Beobachtungen sind wiederum durch Dr. Freedericksz 
ausgeführt worden, unter Benutzung der $. 8 beschriebenen Hilfs- 
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mittel. Die Messungen zerfelen analog wie die bei Drillung in zwei 
Teiïle. Der erste Teil sollte die durch die Theorie signalisierten 
geometrischen Verhältnisse der Erregung durch Biegung 
verifizieren, der zweite eine Bestimmung des absoluten Wertes 
der maximalen Erregung liefern. Fig. 5 veranschaulicht die Re- 
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Quarz No.2. Biegung. 00 Achse vertikal 00 Achse horizontal. 


Fig. 5. 
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sultate des ersten Teiles. Der Quarzzylinder wurde erst mit un- 
gefähr vertikaler Lage der kristallographischen Hauptachse in die 
Gabeln G, G, gelegt, also einem Moment M um die Y-Achse aus- 
gesetzt. Der Nullpunkt der Quadrantenteilung, der in die Ebene 
eines Spaltes zwischen Quadranten fiel, wurde auf den Zeiger ge- 
bracht and der bei Belastung eintretende Ausschlag des Elektro- 
meterfadens abgelesen, dann das Quadrantensystem sukzessive 
gedreht, die Belastung und Ablesung wiederholt. Die Ausschläge 
wurden auf Spannungen umgerechnet und diese letzteren als Ordi- 
naten zu den Drehungen als Abszissen eingetragen. So ist die 
Kurve —()—(2— in Fig. 5 entstanden. Nachdem der Nullpunkt 
der Quadrantenteilung wieder erreicht war, wurde der Quarz- 
zylinder um 90° gedreht und die eben beschriebene Beobachtungs- 
reihe wiederholt. Sie lieferte die Kurve —([)—([— in der Figur. 
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Beide Kurven mit den sehr genau gleichen Amplituden entsprechen 
den Aussagen der Theorie. Dabei ist zu berücksichtigen, daf nach 
Obigem der Nullpunkt der Abszisse einigermafen willkürlich ge- 
lassen ist. 

In bezug auf den zweiten Teil der Messungen, die absolute 
Bestimmung, kommen natürlich wiederum die Schwierigkeiten der 
richtigen Orientierung des Zylinders gegen die Kristallachsen in 
Betracht. Indessen verhält sich bez. der Biegung der zweite 
Zylinder analog wie der erste bez. der Drillung; seine Orien- 
tierung entspricht einem Maximum der Erregung durch Biegung, 
und dies Maximum ist unvergleichlich breiter, als das Minimum, 
welches derselbe Zylinder bez. der Erregung durch Drillung liefert, 
und dessen Natur $. 12 ausführlicher besprochen ist. Es wird 
also der Fehler infolge unrichtiger Orientierung viel geringer sein. 

Für die Bestimmung der absoluten Erregung wurde der Be- 
* quemlichkeit halber zunächst keine Stanniolbelegung des Zylinders 
benutzt. Bei dem Drillungszylinder hatte sich gezeigt, daf solche 
ausgedehnten Belegungen mit feinem Zwischenraum sich nur 
schwierig gut gegen einander isolieren lassen; deshalb wurde vor- 
erst das bewegliche Quadrantensystem zur absoluten Bestimmung 
herangezogen. Natürlich wurde hierdurch von vorn herein auf 
eine hôhere Genauigkeit verzichtet; denn wenn das benutzte System 
sich auch dem Zylinder ziemlich gut anschmiegte, so berührte es 
ihn doch nicht so innig, wie eine eigentliche Belegung desselben. 
Es war also von vorn herein zu erwarten, da das Resultat der 
Beobachtung um einen grôfieren Betrag von der Theorie abwiche, 
als dies bei der Drillungsbeobachtung nach $. 10 gefunden worden ist. 

Dr. Freedericksz fand, daf eine Belastung von 220gr am 
Biegungsapparat die Wirkung des Curie-Streifens mit 280 gr (wie 
oben S. 10) kompensiere. Da nun die Länge !{ der Quadranten- 
belegung 9cm war, der Hebelarm am Biegungsapparat (Fig. 4) 
rund 10 cm, also das Moment D — 2,20.10* betrug, der Zylinder- 
radius 0,545 cm mañ, so ergibt die Formel E' — 24,,1D/xR?, auf 
zwei Quadranten angewandt, für die durch Biegung maximal er- 
regte berechnete Ladung 4,23.10*d,,; der beobachtete Wert, der 
durch die Belastung am Curie-Streifen gemessen wird, ist nach S. 10 
3,92.10*.d,,. Die Differenz entspricht nach Sinn und GrôBenord- 
nung durchaus dem zu Erwartenden; sie gewährt zugleich ein 
Urteil darüber, in wie weïit die beweglichen Quadranten den Vor- 
aussetzungen der Theorie von S. 14 entsprechen. 

Eine weitere Messung mit aufgelegten Stanniolquadranten und 
Schutzringen lieferte das Wertpaar 201 gr für den Zylinder, 280gr 
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für den Curie-Streifen. Die Rechnung ergibt als die theoretisch für 
den gebogenen Zylinder zu erwartende Ladung 8,87.10“4,, was 
mit dem gemessenen 3,92.10°.d,, so nahe übereinstimmt, als irgend 
erwartet werden kann. Das Resultat der Theorie bezüglich der 
Biegung des Kreïszylinders kann also als vollständig bestätigt 
gelten. 

7) Wie schon im Eingang bemerkt, hatten wir uns die Auf- 
gabe gestellt, aufer dem direkten auch den inversen Effekt bei 
Drillung wenigstens in einem Falle zum ersten Male quantitativ 
zu studieren. Es handelt sich da vor allem darum, die Formeln 
für den Vorgang vollständig zu entwickeln, und die Lage der 
Dinge bringt es mit sich, daB hierbei Biegang und Drillung gleich- 
zeitig behandelt werden. 

Die allgemeine Theorie der piezoelektrischen Defor- 
mation drückt die durch ein elektrisches Feld mit den Kom- 
ponenten G,, 6, €, erzeugten Druckkomponenten &,, ... X, durch 
lineäre Beziehungen zwischen diesen beiden Grüfen-Arten aus. Es 
bleibt dann Aufgabe der Elastizitätstheorie, die diesen Drucken 
entsprechenden Deformationen x,,...,æ, zu berechnen!). Diese 
Aufgabe ïist unter Umständen sehr kompliziert; sie wird aber 
hôchst einfach, wenn der dem Feld ausgesetzte Kürper keinen 
mechanischen, sondern nur elektrischen Einwirkungen unterliegt, 
und dazu die elektrischen Komponenten &,, €,, €, konstant oder 
aber lineëäre Funktionen der Koordinaten sind. In diesem Falle 
stellen sich die DeformationsgrôBen direkt als lineäre Funktionen 
der Feldkomponenten dar, und es sind die Parameter dieser Be- 
ziehungen eben jene piezoelektrischen Moduln, welche den direkten 
Effekt bestimmen. Für einen Kristall der enantiomorphen Gruppe 
des trigonalen Systems wird bei Anwendung des oben als ersten 
benutzten Haupt-Koordinatensystemes einfach 
St dE; Vi —AXE;,;, LS 0, 

LES d,€,; PES — d,,6,, XZ, — — 24, €,. 

Ist das Feld die Wirkung elektrischer Ladungen auferhalb 
des piezoelektrisch wirksamen Kôrpers, dann mu es ein Potential 
® besitzen. welches innerhalb des Kürpers die Bedingang 9® — 0 
erfüllt. Handelt es sich speziell um unsern Kreiszylinder mit zur 
Z-parallelen Achse und ein Feld normal zu Z und unabhängig 
von z, so wird diese Gleichung zu 

D do 
37) art 
1) W. Voigt, Kristallphysik, p. 901 u.f. 


x 


ca 


36) 


= (. 
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Der allgemeinste dieser Beziehung und zentrischer Symmetrie 
entsprechende Ansatz für ®, der auf in x und y lineäre Ausdrücke 
für die Feldkomponenten führt, ist 


383) ® — 1(4(2 —-y)+2Bxy) = 4p' (4 cos 2y + B sin 2y); 
schreibt man für die Parameter À und B 


39) A = Ccos2o, B — Csin 2, 
so erhält man 
40) D = } Cp' cos 2(7 — w), 


und man erkennt, daB die Extremwerte von ® auf den Kreisen 
p — Konst. bei 2(y—@) — nx liegen. Für die Komponenten 
nach den Koordinatenachsen folgt 
41) —€, — Ax+By, —E, — Br-—Ay, —-E, = 0, 
und für die Komponente normal zur Z-Achse bei Benutzung von 
40) direkt 
42) —Æ, — Cp cos 2(4 — o). 
Die letztere Komponente hat ihre Extremwerte auf demselben 
Radius wie ®. 

Weiïter sind die allgemeinsten Ausdrücke für die Deformations- 
grüBen, welche einem von z unabhängigen elastischen Zustand des 
am Umfang freien Zylinders entsprechen !) 


oU oV 
1 L, —= oz ! Yi ‘dy ? Ze = D + YF Qs) 
ee SD Le 
VA Ga” 0y Me SF Ôx NA Y; z, Ds °y Ôx 


Dabei mit g, die lineäre Dilatation in der Z-Achse; g, und 9, 
sind die reziproken Krümmungsradien der Kurve, nach der die 
ursprünglich in die Z-Achse fallende materielle Linie, resp. die 
Zylinderachse, in der XZ- resp. der YZ-Ebene gebogen wird, k ist 
die Drillung der Längseinheit des Zylinders. Um diese GrôBen 
handelt es sich für uns in erster Linie, da sie die beobachtbaren 
Veränderungen des Zylinders darstellen. 

U, V, W sind Funktionen von z und y, die durch die allge- 
meine Forderung der Unabhängigkeit des elastischen Zustandes 
von z nicht bestimmt werden. Sind aber, wie in unserem Falle, 
æ,, -. 4, speziell als lineäre Funktionen von x und y gegeben, so 


z 


genügt man den Formeln 43), sowie den Bedingungen der Be- 


1) W. Voigt, Gôtt. Abh, 1887 p. 59, Kristallphysik p. 626. 
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festigung durch Ansätze von der Form 

44) U— ja +liay+scy, 

Indessen haben die Parameter a,, b,, c, für uns keïinerlei Interesse. 
Von den Gleichungen 36), welche der ersten oder Hauptlage des 


Achsenkreuzes entsprechen, nehmen hiernach die dritte bis fünfte 
die Form an 


0 — J1X + 9: + a — (Az + By)d,, = (b,+ h)x + c,y, 
— (Ay— Bz)d,, = (@,—h)y+ax). 


Aus ihnen ergeben sich 9,,9,, 9, und » zu Null; der, wie ange- 
nommen, mit seiner Achse parallel der Kristallhauptachse orien- 
tierte Zylinder erfährt durch das angenommene transversale Feld 
also weder Biegung, noch Dehnung, noch Drillung. 

Für die zweite Lage des Zylinders, bei der die Längsachse 
in einer Nebenachse, die Y- in der Kristallhauptachse liegt, tritt 
an Stelle von 36) das System 


45) 


z, = —d,6,, y, = 0, 2, = d,,G,, 
y, = —d,€,, 2, = —24,€,, x, = d,6,. 
Hiervon liefert die dritte bis fünfte Formel nach 41) und 43) 
O0 = gr+gy+9s; d(Ar + By) = (+h)x +0, 
24,,(Ax + By) = (b,—h)y+a,x. 


Auch bei dieser Orientierung verschwinden 9,, 9,, 9,, erleidet der 
Zylinder also weder Biegung, noch Dehnung. Dagegen folgt für k 


b,+h = d,,4, b,—h = 24,,b, 


46) 


47) 


somit 
48) 2h = d, A—2d,,B; 
es tritt also eine Drillung ein. 

Für dritte Lage endlich gilt statt 36) 


49) œ, = 0, y, = dE, 4, = —d,6,, y, — —24,,6,, 
2 = dE, x, — —d,,€.. 

Hiervon liefert die dritte bis fünfte Formel 

50) — d,,(4y— Br) = g,2+9,y +9, 0 = (@,+h)4+0,y, 

d,,(Ay — Bx) — (b,—h)y+a,x, 

somit also 


51) Di Bd,,, Je — Ad); JT 0, 2h = du À. 
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Demgemäf treten bei dieser dritten Orientierung des Zylinders 
Biegungen nach beiden Koordinatenebenen ein, daneben eine Drillung 
um die Längsachse. Dagegen fehlt abermal die Längsdehnung. 

Es mag besonders darauf aufmerksam gemacht werden, dafñ 
die Parameter À und B gemäf 41) nur allein durch das auf den 
Zylinder wirkende elektrische Feld bestimmt sind; der Radius des 
Zylinders tritt in den Ausdrücken 48) und 51) für Biegung und 
Drillang gar nicht auf: dasselbe Feld bewirkt also an dickeren 
und an dünneren Zylindern dieselben Biegungen und Dril- 
lungen. Dies zunächst paradox erscheinende Resultat wird ver- 
ständlich, wenn man beachtet, da nach 41) das vorausgesetzte 
Feld mit dem Abstand von der Zylinderachse lineär zu nimmt, 
daf also, wenn man von dünneren zu dickeren Zylindern übergeht, 
die hinzutretenden äuBeren Schichten gesteigerte Einwirkungen 
erfahren. Daf u. U. dünnere Zylinder auch noch absolut stärkeren 
* Feldern ausgesetzt werden kônnen, als dickere, und für sie dann 
die À und BP grôBere Werte erhalten, mag beiläufig erwähnt werden. 

8) Vergleicht man die Resultate 48) und 51) mit den in 23), 28) 
und 33) enthaltenen, so tritt die Reziprozität der piezoelektrischen 
Erregung und Deformation anschaulich hervor. In der ersten 
Hauptlage gibt weder Drillung, noch Biegung eine nach aufen 
wirksame piezoelektrische Erregung; demgemäf bewirkt auch das 
zentrisch symmetrische Feld weder Biegung, noch Drillung. In 
der zweiten Hauptlage ist Drillung piezoelektrisch wirksam, Bie- 
gung nicht, und demgemäf wird der Zylinder durch das Feld zwar 
gedrillt, aber nicht gebogen. In der dritten Hauptlage wirkt so- 
wohl Drillung, als Biegung erregend, und parallelgehend ruft das 
Feld Drillung und Biegung hervor. 

Dabei werden die sich entsprechenden Effekte auch durch die- 
selben Moduln gemessen, und es stimmen die Richtungen grôfiter 
piezoelektrischer Erregung mit denjenigen grôBter Feldwirkung 
überein. 

So ist z. B. für die zweite Hauptlage nach 23) die influenzierte 
Oberflächendichte 


N : 
52) het ee 2) (d,, cos 27 — 2d,, sin 24) 
und nach 48) die spezifische Drillung 
53) h = + Ad,,— Bd, = 4 C(d,, cos 2w — 24, sin 2w). 
Bei d,, = — D sin 2v, 24, — D cos 2p gibt dies auch 
54) 6 = sin 2(6+ y), h = }CDsn2(y+0) 
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DemgemäB liefern dieselben Werte von y und von & die Extrem- 
werte für 6, und À. 

Denkt man das Feld durch eine Ladungsverteilung auBerhalb 
des Zylinders hervorgebracht, so mu diese, der Formel 40) ent- 
sprechend, auf jeden Kreis p — konst. ein Mal das Vorzeichen 
wechseln und ihre Maxima bei 4 = œ©++X"x haben. 


Maximale Drillung stellt sich ein, wenn 2(ÿ + ®) = — es Le 
ist. Setzen wir den Wert 2(ÿ +) — —1x voraus, dann ist. 


55) 2h — CD und €, — Cpsin2(4 +4). 
Ein positives C würde bei 2(y+#) — +47 positives, bei 2(y+%) 
— —}x negatives €, ergeben, also in der ersteren Richtung eine 
negative, in der zweiten eine positive Ladung verlangen. Für 6, 
würde bei positivem N die Formel 52) im ersten Falle ein nega- 
tives, im zweiten Falle ein positives Vorzeichen liefern. Hieraus 
ergibt sich, daf ein Drehungsmoment N in jedem leitenden Qua- 
dranten eine gebundene Ladungsdichte 6, liefern würde von 
gleichen Vorzeichen, wie diejenige, welche eine mit N gleich- 
sinnige Drillung bewirken würde. Da 6, das entgegengesetzte 
Vorzeichen hat, wie die in der leitenden Belegung frei werdende 
Ladung, so entspricht das vorstehende Resultat der für die einfachen 
Fälle homogener Deformation von Lippmann ausgesprochenen Regel. 
9) Um ein Feld von der oben vorausgesetzten Gesetzmäfigkeit 
hervorzubringen, haben wir vier zylindrische Drähte von einer 
etwas geringeren Länge, als die 
beobachteten Quarzzylinder, durch 
zwei Hartgummiringe zu einem 
System von quadratischer Sym- 
metrie zusammengefaft und dieses 
über den Quarzzylinder geschoben. 
Den Querschnitt der so erhaltenen 
Anordnung zeigt die Figur 6. Die 
vier Drähte waren abwechselnd mit 
dem + und dem — Pol einer Influenz- 
elektrisiermaschine verbunden. 

Fig. 6. Bei Bestimmung des durch 
diese Anordnung in dem Quarzzylinder bewirkten Feldes ist die 
dielektrische Influenzierung des Zylinders in Rechnung zu setzen; 
doch genügt es, den Quarzkristall hierfür als dielektrisch 
isotrop zu betrachten. 

Für die Behandlung des Problems der Feldberechnung gehen 
wir aus von der Aufgabe der Influenzierung eines Kreiszylinders 
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durch vier geladene Gerade, die (wie oben die Drähte) in vier- 
zäbhliger Symmetrie, und zwar je im Abstand a von der Zylinder- 
achse, angeordnet sind (s. Fig. 7). Die Ladung der Längeneinheit 


im 


CS 


Fig. 7. 


sei gleich m, die Dielektrizitätskonstante des Zylinders gleich &. 
Dann findet man nach bekannten Methoden für dies Potential der 
vier geladenen Geraden und der durch sie influenzierten Ladungen 
im Innern des Kreiszylinders den Ausdruck 


ei 
56) ®, = = Sn, (= : 


im Aufenraum aber 


In a + _—. In #1) 


— 1 
PER 

Dabei bezeichnet r, den Abstand des Aufpunktes in der XY- 
Ebene von dem durch eine der Greraden gegebenen Pol »m,, und r; 
den Abstand vom Spiegelpunkt des Poles », in der Kreislinie vom 
Radius À. p ist, wie früher, der Radiusvektor nach dem Kreis- 
mittelpunkt. Die Summe $ ist über alle vier Pole 1, 2, 3, 4 zu 
nehmen. Da nun Sm, — 0 ist, so ergibt sich, wenn man » weiter 
als absolute GrôBe rechnet, 


87) D, = lon (a à 


sy 2m ri st NT el, nr 

HE) eV PTS NL 3 Be D = M (ne qe ra Ne 13 
In dem durch ®, bestimmten äufBeren Felde lassen sich dann 
vier Kreiszylinder um die vier geladenen Geraden angeben, längs 


deren je ®, konstant ist. Betrachtet man die Radien R’ dieser 
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Zylinder als Grôfen erster Ordnung neben den Abständen a, dann 
liegen die Zylinderachsen um Beträge & — R"°/a weiter vom 
Mittelpunkt O des Systems ab, als die zur Konstruktion der Lü- 
sung benutzten Pole. Werden also die Abstände der Achsen der 
Drähte von der Achse des Quarzzylinders mit b bezeichnet, so ist 
b — a+a — x+R*/a, woraus bei gegebenem D in genügender 
Annäherung folgt a — b(1—R"*/b*) Kür die Potentialwerte an 
der Oberfläche der Drähte ergibt sich gleichzeitig 


a 
RE ri 


wodurch nun # mit Hilfe der Potentialwerte und der geometrischen 
Verhältnisse des Systems ausgedrückt ist. 

Um ©, in eine uns bequeme Form zu bringen wenden wir für 
die In; die Reihenentwickelung 4) an und erhalten 


2 4 k—1 
59) ©, — = Sim (ina puis te 2) cos h (y 2), 
wobei die Summe $S wieder über 4 — 1, 2, 3, 4 zu nehmen ist. 


Die ersten Glieder dieser Reïhe, welche nicht verschwinden, sind 
die für  — 2 und k — 6. Demgemäf wird 


60) D, ER (EE one pren bete) 


59) D, = tmm—— 


Ist das System der vier Pole um den Winkel w gegen das XY- 
Kreuz gedreht, so kommt nur statt des Vorstehenden 


(Jos? -0+ + (2) c05 6 0)+: +): 


Das erste Glied dieser Reïhe stimmt mit dem Ansatz 40) überein, 
der S. 19 der Rechnung zugrunde gelegt ist. Das zweiïte Glied 
hat eine Form, deren Behandlung ungleich komplizierter sein 
würde; indessen fällt sein Einfluf schon deshalb wenig in’s Gre- 
wicht, weil cos 6(y—«) dreimal so oft sein Vorzeichen wechselt 
als cos 2(y—c). Für eine bloBe Abschätzung der GrôBenordnung 
kann man sich unbedenklich auf die Benutzung des ersten Gliedes 
beschränken. Dann entsteht der Ansatz 40) mit dem Parameter- 
wert 


61) ©, — + 


L 16m 
(e+1)a ? 


während » sich durch die Potentialdifferenz V zwischen den be- 


62) C = 
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nachbarten Drähten des Systemes Fig. 6 bestimmt gemäf 


3 


63) V = 2mln a | 
Somit ist 

87 
59 CR ET GES 


10) Ein Zylinder, nach der zweiten Hauptlage orientiert, gibt 
nach 55) einen maximalen Wert der spezifischen Drillung gleich 
1 CD, wobei D — V(2d,) +d', und — 14.10% gesetzt werden 
darf. Bezeichnet / die benutzte Länge des Zylinders, so ergibt 
sich die gesammte relative Drillung & der beiden Endquerschnitte 


281.10" 
(@+1)a In(a/R) 

In unserm Falle war die Länge der Konduktordrähte 14cm, 
ihr Durchmesser 2R' — 4,2 mm, der Abstand 2b = 17 mm, sonach 
. a — 8,1mm. Für s+1 kann man den Wert 5,5 annehmen. Die 
Beobachtung der Drillung geschah mit Spiegel und Skala in der 
gegenseitigen Entfernung von 450 cm. 

Bei den Versuchen wurde zuerst zugesehen, ob eine Bewegung 
der Skala wahrzunehmen wäre, wenn die Influenzmaschine dauernd 
im Gang gehalten und die Entladung durch Funken zwischen den 
in unveränderlicher Entfernung befindlichen Konduktoren hervor- 
gerufen wurde. Hier war die Erscheinung undeutlich, offenbar 
deswegen, weil die Wiederaufladung zu schnell geschah. Dagegen 
lieferte die von Herrn Rôüntgen angewendete Methode, die Kon- 
duktoren der Influenzmaschine abwechselnd von einander zu ent- 
fernen und zur Berührung zu bringen, ein befriedigendes Ergebnis. 
Während die Entladungsfunken bei etwa 4mm Abstand zwischen 
den Kugeln von rund 1cm Durchmesser übersprangen, liefen sich 
Verschiebungen v der Skala im Betrage von etwa 0,4mm wabr- 
nehmen. Die Berechnung nach der obigen Formel für v = &.900cm 
ergibt, wenn man V — 15000 Volt — 50 absolute Einheiïten an- 
nimmt, etwas mehr als 0,3 mm. Die Bestätigung der Theorie er- 
scheint wiederum befriedigend. 

Daf hier der beobachtete Wert etwas grüBer ist, als der be- 
rechnete, beruht wohl zum Teil darauf, daB die obige theoretische 
Betrachtung nur eine Annäherung liefert, insbesondere von der 
Reiïhe in 61) bei der Berechnung nur das erste Glied benutzt ist, 
und die folgenden nicht vôllig zu vernachlässigen sind. Ferner 
kann von Eïinfluf sein, daB die Konduktordrähte in der benutzten 
Anordnung nicht nur auf das Bereich des Quarzzylinders wirken, 


65) 3 — NM — 


66) 
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dem sie unmittelbar benachbart sind, sondern mit ihren Enden, 
die überdies stärkere Ladungen tragen, als die übrigen Teile, über 
jenes Bereich hinaus ein Feld geben; hierdurch würde / in 65) mit 
14 cm zu klein eingesetzt sein. 

11) Die Kleinheit der elektrischen Deformation bei unserer 
Anordnung, welche die günstigsten Verhältnisse benutzte, macht 
es einigermafen verwunderlich, daBf Herr Rôntgen nach seinem 
Bericht die mitsprechende Wirkung bei einem Quarzstab beobachten 
konnte, wo sie nur in Folge einer Feblerquelle aufgetreten ist. 
Da die Orientierung der von Herrn Rôüntgen benutzten Zylinder 
sich infolge des Versagens optischer Hilfsmittel kaum feststellen 
läft, so ist es auch nicht môüglich, die GrôBe der Drehung, die 
bei seinen Versuchen als reguläre Wirkung aufgetreten sein 
müfte, einigermafen streng zu berechnen. Indessen will ich eine 
Vorstellung von dem nach der Theorie Wahrscheinlichen geben, 
indem ich den Fall eines Zylinders verfolge, der mit seiner Achse 
in der Ebene durch die Haupt- und eine Nebenachse, wo die Wir- 
kung sich am stärksten geltend macht, um einen kleinen Winkel 
#& aus ersteren Richtung abweicht. Die Bestimmung der GrôBen- 
ordnung der hier zu erwartenden Drillung kann zu einer indi- 
rekten Bestätigung der Theorie dienen. 

Für ein Koordinatensystem, das durch Drehung um die Y- 
Achse um # aus dem Hauptsystem von S. 5 entsteht, lauten die 
Ausdrücke für die Momente, falls man cos # — €, sin ÿ = s setzt: 


—P, = d,CX,-d,cY,+d,cs" Z,+d,,c Y,+2d,,csZ,—d,,csX,, 
PP; = JU X; — d,,80 Z,—24,,5Y,—d,,(c°—s*) Z,—2d,cX,, 
—P, = d,CsX,-d,sY,+4,,s° Z,+ d,,scY,+ 24, s"cZ,— ds" X,,. 


Zieht man die Formeln 18) heran und benutzt das Schema 9), so 
findet sich 


RE AS NE de RER ANc sd, 
67 AR os n ca 
) FAR 4Nsd,, + 1 2N(c° — sd, 
a REA TT aR* ul LE + ak , 
und dies gibt für die Dichte 6, nach 16) 
68) a À [s° d,, cos 2y — 2s(1 + c?)d,, sin 24]. 


ak 
Vergleicht man dies mit 28), so zeigt sich bei kleinem # und Ver- 


nachlässigung des ersten kleinen Gliedes, da8 hier 6, im Verhältnis 
von 2s:1 gegen den dortigen Wert verkleinert ist. Nimmt man 
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etwa an, daf der von Herrn Rôntgen benutzte Zylinder um 3° aus 
der Achse abgewichen ist, so gelangt man dazu, daf bei ihm unter 
sonst gleichen Umständen die piezoelektrische Erregung rund 1/10 
von der von uns beobachteten maximalen darstellen würde. 

Die Formeln für die elektrische Deformation nehmen die Ge- 
stalt an 


2, = dE, +d,,sÆ, + d, s€,, 
y, = — 4,6, — d,,S€,, 

2, = d,,csE, — d,,s€, + d,,s€., 

y, = d,E, —24,,56, + d,,sc&,, 
24,, s€, — d,,(c°— ss), + 2d,,s°c&,, 

az, = —d,,cs€,—2d,,€,— d,,5°C.. 
Führt man gemäB 41) wieder ein 
—€, — Ax+By, —E, — Br-Ay, —, = 0, 


69) 


8 


© so treten an Stelle der letzten beiden Formeln 47) die folgenden 


— d,,6 (4x + By) + 24,,s(Bx — Ay) = (b,+h)x+c,y, 
— 24,,@s(Ax + By) + d,,(c— s°)(Bx — Ay) = (b,—-h)y+a,x, 
woraus folgt 
2h = —d,,s* À + 24,,s(1 + c) B. 


Betrachtet man das in B multiplizierte Glied als das üiberwiegende, 
dann besteht für kleines 9 zwischen der Drillung bei dem jetzt 
vorausgesetzten Stab und der durch 48) gegebenen und von uns 
beobachteten dasselbe Verhältnis 2s:1, wie zwischen den piezo- 
elektrischen Erregungen, Nimmt man wieder 3 — 3° an, so würde 
auch wieder das Zahlenverhältnis 1:10 resultieren. 

Dies in beiden Fällen gefundene Verhältnis überrascht zu- 
nächst durch seine Grüfe; man sollte so nahe an der Orientierung 
gänzlich fehlender Wirkung wohl einen geringeren Effekt er- 
warten. Der grofe Wert ist in der Tat auch durchaus an die 
vorausgesetzte Ebene durch Haupt- und Nebenachse gebunden, wo 
die Veränderlichkeit in der Nähe der Hauptachse mit sin ® pro- 
portional ist; in einer dazu normalen Ebene würde z. B. eine Pro- 
portionalität mit sin°® stattfinden, der Effekt also bei 9 — 3° 
unmerklich sein. 

Der (zusammengesetzte) Quarzstab, den Herr Rôntgen benutzt 
hat, besaf die Länge von 18 cm, etwas mehr, als diejenige des uns 
zur Verfügung stehenden, und er ist vielleicht in einem etwas 
grôBeren Teil seiner Länge ausgenutzt worden. Seine Dicke war 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, 1915. Heft 1. 10 
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geringer (0,71 resp. 0,76 cm Durchmesser statt 1,2 cm), und da die 
Ladungen direkt an der Oberfläche angebracht waren, so war die 
GrôüBe a in der Formel 65) kleiner. 

Für eine strenge Berechnung des elektrischen Feldes, das 
Herr Rüntgen anwandte, fehlen die Unterlagen. Vertauscht man 
aber für die Rechnung die von ihm benutzten schmalen auf- 
geklebten Stanniolstreifen mit Drähten von 1mm Durchmesser, 
so ist a/R' — 7,4 und In(a/R") — 2 ca. Für V folgt aus Herrn 
Rôüntgens Angaben etwa 4700 Volt, d.h. rund 16cm gr. sec. 
Die Beobachtung geschah aus 3m Entfernung. Faft man dies 
Alles zusammen, so sollte man eine Bewegung der Skala er- 
warten, die sehr beträchtlich kleiner gewesen sein müfte, 
als die von uns unter günstigsten Umständen erzielte. Es müssen 
demnach zufällige Umstände überaus glücklich zusammengewirkt 
haben, um die wahrgenommenen Verschiebungen um Bruchteile 
eines Millimeters (selbst für die einzelne Stabhälfte!) zu bewirken. 

In jedem Falle erscheint die vorstehende quantitative Unter- 
suchung und Bestätigung der Theorie keineswegs überflüssig. 


Ergebnisse. 


1) Es ist die Theorie der piezoelektrischen Erregung eines 
Kreiszylinders aus einem Kristall der enantiomorphen Gruppe des tri- 
gonalen Systemes (Quarz) durch Drillung für die drei Hauptfälle, 
daB die Zylinderachse entweder in die kristallographische Haupt- 
achse, oder in eine Nebenachse, oder in eine zu beiden normale 
Richtang fällt, bis zur Aufstellung der Gesetze für die beobacht- 
baren Erscheinungen entwickelt. 

2) Die Resultate sind in den allein wirksamen zwei letzten 
Hauptfällen mit der Beobachtung verglichen worden, einerseits bez. 
der Symmetrieverhältnisse der Erregung, andererseits bez. deren ab- 
soluten Beträgen. Die Symmetrieverhältnisse erwiesen sich durchaus 
der Theorie entsprechend. Die absolute Erregung fand sich bei 
dem zweïten Hauptfall mit den besten Bestimmungen des dafür 
chärakteristischen Modals d,, in guter Übereinstimmung; in dem 
dritten Hauptfall ergab sich gegen die bisherigen sehr unsichern 
Bestimmungen dés mafigebenden Moduls d,, eine grôBere Differenz. 
Die genaue Untersuchung machte sehr wahrscheinlich, daf die- 
selbe auf einem Kkleineren Fehler der Orientierung des benutzten 
Präparates beruht, da bei dem dritten Hauptfall eine kleine Ab- 
weichung von der richtigen Orientierung einen enormen Einfluf in 
eben dem beobachteten Sinne hat. 
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3) Es ist die Theorie der piezoelektrischen Erregung durch 
gleichfôrmige Biegung mittels eines Momentes um eine Querrichtung 
für die vorigen drei Fälle entwickelt worden. Dabei erwies sich 
nur der dritte Fall piezoelektrisch wirksam, und zwar in einer mit 
der Orientierung der Momentenachse in sehr merkwürdiger Weise 
wechselnden Art. Die Beobachtung bestätigte dieses letztere Re- 
sultat und lieferte auch bez. des absoluten Betrages der Erregung 
eine gute Übereinstimmung mit den anderweit bestimmten Zahlen 
für den hier maBgebenden Modul 4... 

4) Es sind die Gesetze der elektrischen Deformation für die 
oben bezeichneten drei Hauptfälle entwickelt, wenn das auf den 
Zylinder wirkende elektrische Feld eine homogene lineäre Funktion 
der Querkoordinaten ist. Die Resultate gehen dahin, daB der Zy- 
linder in der ersten Hauptlage weder Biegung noch Drillung, in 
der zweiten nur Drillung, in der dritten Biegung und Drillung 

erfäbrt. 
à 5) Es ist die Theorie einer Anordnung entwickelt, die in An- 
näherung eine ebensolche Feldverteilung bewirkt, wie sie vor- 
stehend vorausgesetzt ist. Dieselbe ist auf den Zylinder in der 
zweiten Hauptlage zur Anwendung gebracht, und es ist dabei eine 
Drillang beobachtet worden, die in guter Übereinstimmung mit 
dem theoretisch bestimmten Wert steht. 

6) Die Kleïnheït der letzteren unter ausgesucht günstigen Um- 
ständen erzielten Wirkung lieB es verwunderlich erscheinen, da 
Herr Rôntgen unter sehr viel ungünstigeren Bedingungen doch 
eine wahrnehmbare Drillung erhalten hat. Es wurden demgemäf 
die Verhältnisse, die bei jenen Beobachtungen vermutlich vorge- 
legen haben, der theoretischen Berechnung unterworfen, und ge- 
zeigt, da durch Zusammentreffen mehrerer glücklichen Umstände 
bei jener Anordnung nach der Theorie eine eben wahrnehmbare 
Drillung in der Tat eintreten kann. 


Güttingen, April 1915. 


LOS 


Über die Gitterpunkte in einem Kreise. 
Von 
Edmund Landau in Gôttingen. 
(Erste Mitteilung.) 
Mit 21 Figuren im Text. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 8. Mai 1915. 


Es bezeichne A(x) die Anzahl aller Paare ganzer Zahlen, 
die dem Kreise w° + v° = x angehôren. Die fast triviale Ga uBsche 
Abschätzung 


A(x) = xx+ O(Vx) 


wurde zum ersten Male durch Herrn Sierpinskit) zu 


(1) A(e) = xx + 0(Vx) 
verschärft; er bewies nämlich 
(2) A(x) = ax +0 (xt). 


Für (2) habe ich?) später mit der vordem unbegründeten sog. 
Pfeifferschen Methode einen kürzeren Beweis angegeben. Auf 


1) O pewnem zagadnieniu z rachunku funkcyj asymptotycznych [Prace mate- 
matyczno-fizyczne, Bd. XVII (1906), S. 77—118]. 

2) Über die Zerlegung der Zahlen in zwei Quadrate) [Annali di Matematica 
pura ed applicata, Ser. IIT, Bd. XX (1913), S. 1—28]. / Dies war eine Heraus- 
arbeitung des betreffenden Beweises aus den umfassenderen Untersuchungen 
meiner Arbeit Die Bedeutung der Pfeiffer’schen Methode für die analytische 
Zahlentheorie [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in 
Wien, mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXXI (1912), Abt. IT a, 
S. 2195—2332]. 
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einem zweiten, ganz verschiedenen Wege bin ich!) noch kürzer 
wenigstens zu 


(3) A(x) = ax + O(atT ÿ 


bei jedem s => 0 gelangt. Heute will ich durch eine neue Vereiïn- 
fachung der Pfeifferschen Methode?) wiederum (3) beweisen. 
Dies ist methodisch ein Fortschritt und auch — die klassische 
Analysis als gemeinsame Grundlage genommen — jetzt der schnellste 
Weg zu (3) und bereits zu (1), weil mein erwähnter zweiter Be- 
weis neuere Eigenschaften spezieller analytischer Funktionen voraus- 
setzte. | 

Hilfssatz 1: Es bezeichne U(k) die Anzahl aller ganzzahligen 
Lüsungspaare von k — w+v. Dann gibt es zu jedem s > 0 ein 
c = c(e) derart, daff für alle ganzen k Z 1 

U(k) < ckè 
ist, also?) für k = 1,0<v<k 
U(v) < chi, 

Beweis: Nach einem klassischen Satze der Zahlentheorie ist 

für 4Z 1 
d—1 
2 
D RD EN 

erstreckt über alle positiven ungeraden Teiler von #4 Wenn 
daher T(k) die Anzahl aller positiven Teiler von X ist, ist 
U(X) = 4T(k). Andererseits ist bekanntlich#) T(%) = 0 (k°), also 
U(k) = OK). 

Hilfssatz 2: Es werde y —[y] — o(y) gesetit. x durchlaufe die 
Werte x = Ë+1, wo Ë Z 1 gane ist. Dann ist für jedes & => 0 


1) Über einen Satz des Herrn Sierpinski [Giornale di Matematiche di Batta- 
glini, Bd. LI (1913), S.73—81]. Hier hatte ich meine allgemeinen Untersuchungen 
Über die Anzaht der Gütterpunkte in gewissen Bereichen [Jahrgang 1912 dieser Nach- 
richten, S. 687—771] auf den vorliegenden Fall des Kreises spezialisiert. 

2) Jetzt fällt die Hauptpointe dieser Methode weg, statt P(x, a, b) einen 


Mittelwert 


œ 

= il P(, a, b) d£ zu betrachten, und damit sind alle Hilfssätze 

æ 
mit dem Wort ,gleichmäfig® entbehrlich, wenn man nur auf (3), nicht auf (2) 
zielt. Aber das Wesentliche liegt ja schon in (1). 

8) Wegen U(1) — 4<c.lf ist ce — 4 > 1, also U(0) = 1 < ck£. 

4) Vergl.Runge, Über die auflüsbaren Gleichungen von der Form x5+ ux 
—v — 0 [Acta Mathematica, Bd. VII (1885), S. 173—186], S. 181—183. 
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[vx] 
AR Men) 
n = 0 eVx—r" 
und 
[xl 
un autistes, 
n=0 1—-oVrx-" 
Beweis: 1) Ich teile bei festem £ die » = 0, 1,..., [Vx] in 
Klassen je nach dem Werte 1 des Uberschusses 


A = é-n-[VE-w) 
von Ë—»? über das grôfite Quadrat = £—#»#°,. Jedenfalls ist 4 
ganz, 0OZ1Z<E Wegen 
£a = n°+[VE NT — n’+einem Quadrat 
ist für jedes s = 0, wenn c = c(s) die Konstante des Hilfssatzes 
1 ist, die Anzahl der zu jedem 4 gehôrigen # (wenn es überhaupt 
welche gibt) = U(£—A) <c£ < cx£. Für jedes À und jedes zu- 
gehôrige n ist 
oVz—n = Vz-n—[Vr-n] = VE+F4 n° —[VE- 7») 
= VER VE 
1+1 144 __ 24+ 1 
EN EE 


Daher ist 
[val 1 Ë  4Vx je 5 1 


as 4 PA NCRACE 
cx cæ .2,%+i 


— Oct TElogx) = O(xt +?) 
also O (ct Ts), æ 
2) Ich teile die # = 0, 1,..., [Vz] in Klassen je nach dem 
Werte w des Uberschusses 
u = (VE-x]+1)—(E-") 
des nächsten Quadrates hinter a n? über £—»?. Jedenfalls ist 
u ganz, 1<u=(VE+1) Z(VE+VE) — 46. Zu jedem y ge- 
hôren hôchstens U(E + u) < c(E + 4Ë)° < c(Bx)° Wertevon». Jedes- 
mal ist 
1—oVzn = 1-V2-n+[Vr-n) = 1-VE+4-n + [VEN 
au VE+u—n— VE+L n° 
RER ae D RME et MRÉMN Dee 2 eue 
Vétu-n+VE+i-n  Vbx+Vx  A4Vx 8Vzx 


= 
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Daher ist 
[vzl 1 dE) ae EN 
——— ———— << COLE — — 8cBExi Te 
n=01—oVx—r? Zi ui ARTE L 


= Oz? * “log a) FÆ O (et 726), 
also O (x? # s). 
Hilfssatz 3: Es sei à — +1, E = 1 ganz. In jedem durch 
die Kreisperipherie ) w° +1? — x getroffenen Gitterquadrat, das jeden- 
falls im positiven Quadranten eine der vier Gestalten 


En d) [DS 


hat (in den anderen Quadranten entsprechend gedreht), verstehe ich 
unter M Ms Mar M die vier auf den getrofjenen Seiten bestimmten Teil- 
strecken. Und ich setze in den vier Quadraten, welche die Punkite 


(+ V Et = ce) der Kreisperipherie enthalten, 


NE I RS en _ 
H = Min. (4, SD Di D 10 


in allen anderen von der Peripherie getroffenen Quadraten 


428 , M Me VE ur 
H = Min.(%, DT D ne) 


Dann ist 1) jedes der vier an die Ecken eines getroffenen Quadrates 


HER 


angelegte Quadrat der Seite H zugleich mit jener Ecke ganz im Innern 
oder ganz im Âuflern der Kreisfläche gelegen; 2) die über alle ge- 


œ} 


1) w Abszisse, v Ordinate. 
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troffenen Quadrate erstreckte Summe 


2H =0tt 
für jedes & > 0. 

Beweis: 1) Offenbar genügt es, die Gitterquadrate im posi- 
tiven Quadranten zu betrachten. Bei jeder der 16 Ecken der Fi- 
guren a), b), c), d) auBer bei a) rechts oben und d) links unten 
reicht das Quadrat, welches zur Seite ein gewisses der vier , hat, 
gerade an die Kreiïsperipherie heran. (Nämlich bei 4) links oben 
”,, rechts unten 7,, links unten »,; b) links oben ,, rechts oben »,, 
rechts unten %,, links unten 7,; c) links oben 7,, rechts oben #, 
rechts unten »,, links unten 7,; d) links oben y,, rechts oben #, 


rechts unten »,). Das Quadrat mit dem betreffenden À liegt also 
an diesen 14 Stellen zugleich mit der Ecke innen oder auBen in 
Bezug auf dieiKreïisperipherie. Und H ist = + 

E & Bei d) links unten hat aber offenbar das Quadrat mit der 


ri ÈA (2 


Botte Min. (2, ze) auch diese Eigenschaft, das mit H also gewis. 


Bei a) rechts oben unterscheide ich drei Fälle. 
«) Der Bogen liege im oberen Oktanten, d. h. 


zwischen (0, Vx) und (V£, ea) Dann liegt 


offenbar das Quadrat mit der Seite + auBerhalb 


der Kreisfläche. Und H ist < À 
B) Wenn der Bogen im unteren Oktanten liegt, folgt aus 


Symmetriegründen wegen H = + dasselbe. | 
y) Es handle sich um das Gitterquadrat, das SR 
den Punkt (V É V5) enthält, falls dies über- 


haupt zum Typus a) gehôrt. Es erreicht offen- 
bar das Quadrat mit der Seite 
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lEBSE sde Ne +02-VE 


0,2 
EE ETAT ET = 


die Peripherie gerade. Wegen H = 


leistet also H an dieser 


1 
10Vxz 
Ecke das Gewünschte. 

L 1 1 1 1 — 
2) Demnach ist (we OR es 2 PPIOUZ 
k ’ Een V 
1 


{ dl 
bezw. — < 2 ) 
LUN D ue 


1 = 1 
Ex <40Vs+82 7, 


wo die Summe rechts sich über die je vier zu jedem getroffenen 
Gitterquadrate im positiven Quadranten gehôrigen #, erstreckt. 
Von den hierin mit y bezeichneten Strecken sind die horizontalen 
den vertikalen paarweise gleich. Die vertikalen 7 sind offenbar, 
soweit sie ins Kreisinnere reichen, ox einmal und eg Vx—# mit 


n = 1,..., [Vx] je zweimal; soweit sie hinausreichen, 1—oVx 
einmal und 1—@Vx—n mit n — 1,..., [Vx] je zweimal. Dem- 
nach ist 

[Val 1 [Va] 1 


= of+:) 


2x ‘7 n 20 eVz ee 


nach Hilfssatz 2. 
Hilfssatz 4: Für y = 1 ist 


1 LES, 4 
| f cosyu : V1—aŸdu| < —- 
0 ÿ 


Beweis: 


1 
ie cosyu V1—w du — Le Vi + fau an 
0 1—"° 0 


— — | sinyux du. 
A £ RS. 


Nach dem zweiten Mittelwertsatz ist 
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154 
152 1 Fa 
Ÿ sin yu —"— à = Ÿ sinyudu 
J Vi—w V1 i-:) Uo 
o<u<1-) 
also 
is 
f Mr Lu, BASS 
0 Vi-w VER y 2.1.9 08 
TpA à Di 


Ferner ist 


AE Le M 


Hilfssatz 5: Es sa x = 1, a 0, b = 0, a und b beide gane, 
aber nicht gleichzeitig O. Ich setze 


PE are 
LUE 3% 


cos 2aru cos 2bxv du dv. 


Dann ist 


| P(x, a, b)| < 2 
CERTES 


Beweis: Es ist 
Pire D) 4 ff cos 2x (au + bo) du dv + 4 ff cos 2x (au — bo) du dv. 


Wird bezw. 


au & bo , F bu + av ; 
= EU, EE + = Ÿ 
Va +6? Va +0 


gesetzt, so ergibt sich 


P(x, a, b) = 4 f if cos (2x Va +b'u’)du' do! +4 4 [ cos (2x Va + d'u!) du’ do 
u?+Hvi< x WE x 


Vz Va-u? Ve rs 
Î cos (2xV/a° +0? u/) au [ V dv! — of e cos (2x Va +b'u')Vx—u"” du’ 
—Va-u? — Va 


1 1 
= 2x f cos (2x Va +0 Vu) V1—u du — sx [ cos (2x Va’+0 Vzu) V1— vw du. 
Er | 0 


} 
j 


À 


Über die Gitterpunkte in einem Kreise. 155 
Nach Hilfssatz 4 (mit y — 2x Va’+ 0°Vx) ist also 


4 _ A2 a$ Que at 
(2x Var +6 Vx)? PA) (a + D} (a+ VS LR 


[P(x, a, b)| < 4x 


Für ganzes » =1 und alle u =0 werde 
Pr(u) = S cos 2axu — 1 + 2 cos 2ru + 2 cos 4œu +. + 2 cos 2mTu 
a—= —Mm 


gesetzt; für festes » ist dies eine stetige, gerade Fanktion von % 
mit der Periode 1. Für nicht ganzes # ist 


sin (2m +1)ru 
pate) = RERO. 
sin Tu 
Für 0O<u=X+ ist daher 
1 il 
= ANUS 
CAGE sinzu 2 


Ferner ist offenbar für alle u Æ0 


ph (u)| = 2m +1 = 3m. 


f'rco au pi . à f'#stoa 


Hilfssatz 6: Für 0 <S9<X ist 


fra à [9-00 du D 


Beweis: Nach dem zweiten Mittelwertsatz ist 


1 
1 
['ostode = fan En + Da 9 


= as J, se On + Due (9 =u, =), 


Auch ist 


ASIE 
6m 


sin xŸ 


En | ir de j 2 1 
= D PR EE PE fe ER Tune 
sinxÿ (2m+1)x 29 2m.38 Gm9 


L Es (u) du 
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Hilfssatz 7: Für H£<9,<9,<1-—H, w0 0 <H < 4 ist, ist 
Ÿ 


1 
Pm (u)du| < 3H 


La 


Beweis: Nach Hilfssatz 6 ist 


1 
2 1 cs 
CCE  6mH ? Lf OURS 


Hilfssatz 8: Für 0Z9,<59,< 1 ist 


Ÿ 
nl Pa (tt) du | < 32 
Ÿ 


Bevweis: Für 0=9,=# Nr: ist 


4— 3m 
“ Pm (ut) du 


1 
sf; md [°" amdu = 1. 
1 


Für He =<9,=9,<=1— _ ist nach Hilfssatz 7 


Ÿe | À" 5 1 
fl ose 8m du = : 8mdu —= 1. 
Ÿz k 


Hilfssatz 9: Es seien À und uw ponse Zahlen Z0, O<H<# 
Dem Quadrat 1=u<Ai+1, u=<v=u+l gehüre ein Flächen- 
stück G an, welches mindestens eine der beiden Gestalten hat: Erstens 
U <VEV,, f(t)=u<f,(v), wo f,(v) und f,(v) für v,=v=o, 


| 
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Stetig sind und 1+H<=f(r)<f(v) ZA1+1—H ist  Zweitens 
“o =u = Us Yi (u) = v= 92 (u), W0 91 (u) und ÿa(u) für 7) =u = LA 
stetig sind und p+HÆ= g,(u) =g,(u) =u+1—H ist. Dann ist 


-3+logm 1 
J fs.) Pn(®) du dv | = 


om ‘H: 
Beweïis: Ich darf annehmen, daB G z. B. die zweite Gtestalt 
hat und daf 4 — u — Oist. Es ist dann nach Hilfssatz 7 


| fonte Pn(v)du do | = 
G 
Î F “a (v)dv 


gi (u) 


Ua 2 (u) 
pn(u)du [777 pa()dr 
Uo 


ga (u) 


ROLL < flood 


1 1 


= gun [rates nf pGo du + [© 1 (u)Idu) 


1 


2m 
L 1 9 
2 D 5 du dr 
DS EE I SHARE Co dèxe is 
<rn(f mau+ [ = ne +5 en) 
Dm 
2 83+logm 1 
sa 3m H 


Hilfssatz 10: Es sei x = E+4, ËZ1 ganz. Ich seize m — [ré]. 
Dann ist 


Pn(4)Pm (v) dudo = A(x)+0 (xt j J 
HE x 
für jedes se > 0. 
Beweis: Für jedes voll dem Kreise angehôrige Gitterquadrat 


ist 
pl 1 
(4) [ [r= Con 0 du do Al gtodu. f Pn(v)dv = 1. 


Für jedes zerschnittene Gitterquadrat ziehe 
ich zu den vier Seiten vier parallele Hilfslinien 
im Abstand H, wo H die Bedeutung aus Hilfssatz 
8 hat. Dadurch zerfällt das Quadrat in neun 
Rechtecke. Jedes der vier Eckrechtecke (welche 
Quadrate sind) gehôrt ganz oder gar nicht zur 
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Kreiïsfläche. In den Fällen a), b), c), d) vom Beweise des Hilfs- 
satzes 3 gehôren 


L 
J 
bezw. 8, 2, 2, 1 Eckquadrate zur Kreisfläche. 

Für jedes der hôchstens 5 Teilgebiete, welche die Kreisfläche 
mit einem der fünf Innenrechtecke gemeinsam 
bat, ist nach Hilfssatz 9 


ee REn 
rh 8 Hà 


Das Doppelintegral über den Anteil der Kreis- 
fläche zu jenen 5 Innenrechtecken insgesamt ist also 
D aolce ee 15+5logm 1 

3m H° 


Das Doppelintegral über ein zur Kreisfläche gehôriges Eck- 
quadrat ist 


1 à Pr (4) du J pa (v)do — 7 Na (u) du) = G- L 3 (u) du) 


1 è è . 
= + fpntoau+ (fly. (oau). 
H H 
Nach Hilfssatz 6 und Hilfssatz 8 ist 


['e.coau < Min (on H s)< Var H; 
daher ist 


H 1 1 V AS 

coau f pd ee mn +( NT) 
Pal L'LERRES 
0: Gnf * 2mH _ 8mH° 


Das Doppelintegral über den Anteil der Kreisfläche am vollen 
Gitterquadrat genügt also, wenn x (= 1, 2, 3) Eckpunkte des Qua- 
drates zugehôren, der Abschätzung 


&) FI Pen CE Ee L 2 21+5logm 1 


HT 0 Sn He Dom OT 
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Aus (4) und (5) folgt, da im Ganzen jeder Gitterpunkt im 


Kreis genau viermal mit je 4 in Anschlag gebracht ist, 


HE % 


2 


wo sich die Summe auf die zerschnittenen Quadrate bezieht, also 
nach Hilfssatz 3 


1 ER ee 
= de: 7) = des ] 
6! 
Beweis von (3): Für jedes x = 1 und jedes ganze » = 1 ist 
wegen 


m m 
Pm(U) Pn(v) = 1+2 Y cos 2anu +2 D cos 2bxv 
GE ES | 


+4 D S cos 2amu cos 2bxv 


GUMTE 


das Doppelintegral über den Kreis 


mn m 
JL spa = 242$ P6,0,0+2 S 6,00 
a = =" 


He 
m m 
AS SP at 
a—=1b—1 


Ich setze m — [x]. Dann ist nach Hilfssatz D 


me at 4 So 1 1 
8,0) <2 5 <a 3 — — (xt), 
a=1 a? a= 10? 
ebenso 
de 1 
> P(x, 0, b) A O(x?), 
DIRE 
ferner 
rene À à mt » 1 
æ,a,b) | < 2x? 3 < AT ee — 
Re se ne Zi b=1(a* + b°)}* 
m (42 m 1 da 
. <d Y D + Le a et fi — 4rt.2V/m 
20 —] a—=1l 


— Fes = O(x). 
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Demnach ist 


f ÿ; Pm (4) Pr(?) du do = ax + O(af). 
+= x 


Es sei nun 4 = £+1, £Z1 ganz. Nach Hilfssatz 10 ist für 
jedes s — 0 


J 5 Pm (4) PA (v) du do = A (&) + O(xt+ ak 
WHi<x 


also 
A(x) = nx+O(xt +5), 
Demnach ist für stetig wachsendes x 


A(a) = A(fx]+ = 7x([2]+4)+0((2]+4 +9 = ax +0(at +0), 


Über die Gitterpunkte in einem Kreise. 
Von | 
Edmund Landau in Güttingen. 
(Zweite Mitteilung.) 


Vorgelegt in der Sitzung vom 5. Juni 1915, 


| Es bezeichne « die untere Grenze der Konstanten, für welche 
die Anzahl A(x) der Gitterpunkte des Kreises u? +? = x der 


Relation 
A(x) = xx + O(x*) 


genügt. Anders ausgedrückt: Es sei « die Konvergenzabszisse 
der Dirichletschen Reiïhe 


CO _ 
SEE = 48 (#60) 
LA ÉueE LL 
—= 4-5 )(1+ 28 ++), 


wo U(n) die Anzahl der Lôsungen von # = w°+v* und £,(s) die 
Zetafanktion des GauBschen Kôrpers P(i) ist. Nachdem erst 
Herr Sierpinski 1906 über das triviale Ergebnis &« = 4 hinaus-. 
gekommen war und &« = 4 bewiesen hatte, babe ich schliefilich in 
meiner ersten Mitteilung unter obigem Titel für diesen Satz « = 4 
einen neuen, verhältnismäBig kurzen Beweis angegeben. Nach unten 
ist es aber bisher niemals gelungen, die triviale Abschätzung « Z 0 
zu verbessern (bezw. zu beweisen, da O die wahre Konstante ist). 
Auf hô:hst eigentümlichem Wege habe ich jetzt das Problem ge- 
lôst und werde « Z } beweisen. 
Es sei also ein s so beschaffen, daf 0 < 8 1 und 
Kgl. Ges. d, Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915, Heft 2. 11 
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(1) Aa) = ax+ Or ©) 


ist; das wird zu einem Widerspruch führen. 
Ich setze für ganzes n = 0 


(2) U(n)— x = y(n), 
sodaB nach (1) 


BG) = à 66) = 07) 


ist, also bei passender Wahl eines absolut konstanten c für alle 
n = 1 


(3) | B(n)| < en —° 
Aus (3) werde ich zunächst folgern, daf die unendliche Reïhe ! 
OQ Ÿ n 
(4) > ce cos (Vnx—3 x) 


n=1 nt 


bei jedem festen £ — 0 auf der Strecke 0 <xÆ£ gleichmähig 
konvergiert. Denn für M=m2=2 ist 


S site ) cos (Vnx — 3x) — S ESP ROE 


n=Mm ": n=M n? 


cos (Vnx — 3 x) 


= à > Bç)( VE Ir x on 
+ B(M) cos (V(W +1) — à x) 
(M +1ÿ 


also nach (3) 


cos (Vnx— 3x) __ cos CCE) 
n° (n + 1)* 


ete UE — 
M 


m° 


Poe yx —3n) C 
L nd Fonte 
nm y Yÿ* m? M 


1— Es 
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nr S N° INORSSE Vz ta, 
4 z ET 
c € 
Fe gite 
Men 
£<eÏŸ rt AA (++ #)a+ Le 
n=mM n y" y* 
re) MH 0,7 1 4 2c 
CUP J y (+ )e+ ++e 
n=MmYn y y* m 
co d _ ro dy 2c 
… cf J+e +oVE SE AIR Ur 
. m y 
€ 1 eVE 1 2c 
prete : Up 


was von %, M frei ist und für »% —> co gegen Null strebt. 


Andererseits ist!) bei jedem festen £ und jedem festen £, wo 
£E—£,— 0 ist, die Reihe 


SONT EL 
(5) Z —ÿ cos (Vnx — 3 x) 
n=1 nf 
auf der Strecke £, = x £ £ gleichmäfiig konvergent. Denn, wenn 
bei konstantem x = 0 für y = 0 


gesetzt wird, so ist bei M = m = 1 nach der primitivsten Form 
der Eulerschen Summenformel 


M 


1 an M 
Z 5 cos(Vnx—3x) — ES 


n=M n? n = 


1) Für den Nachweis der gleichmäfigen Konvergenz von (5) benutze ich 
nicht die ad absurdum zu führende Annahme (1) und schlieBe hier so, wie z. B. 
Herr Wigert es bei derselben Reïhe (5) für einen anderen Zweck in seiner 
Abhandlung tat: Sur quelques fonctions arithmétiques [Acta Mathematica, Bd. 
XXXVII (1914), S. 113—140], S. 138—139, 


si 
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CL CFO) + FA) [" G—y+[y) F'(y) dy. 


Hierin ist nach dem zweiten Mittelwertsatz 


M M AE 
cos (V/yx — 3 
[ F(y) dy Î no 
m m y 
dt fe D) ee UE : 2 < 4 
m Ye, 1 Ÿ mie  miVe 


ferner ist 


LEGO) + FOIS (+ 7) 5 


m 


schliefilich ist 


M | M 
+ mrouss [FO 


: M 3 COS (Vyx —5 x) Vz_ sin(Vyx— 3 x) 
je sf RES PAIE D dy 
m y y y 
M}; d AVE 
= EE ja < f°% + (+ + = 
y* y* 3m* m° 


Aus dem über (4) und (5) Bewiesenen folgt, weil nach (2) 


pe) cos (Vnxæ—3x) — #0 cos (Vne— + ne x) 


n° n°? n° 


ist, bei festem Ë, — 0 und festem £ = Ë, die gleichmäfige Kon- 
vergenz von 


(6) RO, 


La 


cos (Vnx — 3 x) 


auf der Strecke Ë, = x = £. 
Es bezeichne J,(x) (hier nur für 4 = 1,2, 3 die Besselsche 
Funktion kter Ordnung 


JG) = Z 


CO (D! 2\2? + 
= Te +p1(e) 4 
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Bekanntlich ist für wachsendes x 


J,(&) = o on nn | Fi. 
z 


also bei passender Wahl einer absoluten Konstanten c, für alle 


ti 0 
ia 
nas VE Re FL) 


Daher ist für x — 0 und ganzes n — 0 


U(n) 2 U(n) cos (Vnx — 3x) | < 
Vr 4e æ 7 Va 


C 
ul 


‘also für x Z Ë, (wo ë, — 0 ist) und ganzes n = 0 


U 2, = U U 
(x) J,(V Et) —ÿ cos (Vnx—3x)| = . oo ; 
Vn n° SN 
œæ U(n)\ . $ 
daher ist . 5 ] die Reiïhe 
en 


@ Pa 0 7 (4m VE L 00 co8 (ya 1 tx) 


für x Z &, gleichmäfig Fe 
Aus dem über (6) und (7) Festgestellten folgt, daf bei festem 
£, > 0 und festem Ë — £, die Reïhe 


TE = À, pe (V) 


für &, = x £ Ë gleichmäfig konvergiert; also desgleichen die Reïhe 


QE VO Er à TRE. ? 


k+1 k—1 RAS 
MER) s a) = Es "ET Ju (Vnæ) + « Ru: da 


Jéts (Vnx) 


k—1 k 


RALEST 7 Vr à 
ne 2 Jea(Vro) ter Dr, Qt) = Va? 7, (Vna). 
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Da die Reïhe 


(à) ro = SE er (ne) 

wegen 

(9) | J,(æ)| < a für z—0, 
also 


3 
= ae re) für x > 0, ganzes n — 0 
ñn 


ao) |. (Vr) 


in allen x > 0 konvergiert, ist somit die Funktion T(x) für x = 0 
differentüierbar. Nun ist wegen (10) die Reihe (8) für 0<zÆ<E£ 
bei festem £ = 0 gleichmäfig konvergent, und es ist!) 


2 (Une) = (ed, (Va), 
also 
00 a7, (ne) = PT (eta, (V): 

ferner konvergiert?) die Reïhe 
(1) = À Va, (Vne) 

n=1 n 
wegen 

PACE für y > 0 


in allen x => 0. Somit ist die Funktion @(x) für z — 0 zweimal 
differentiierbar *); also ist auch die Funktion 


1) Siehe Anmerkung 1) der vorigen Seite. 

2) Die gleichmäBige Konvergenz der Reïhe (8) und die Konvergenz von (11) 
wurde ohne die ad absurdum zu führende Annahme (1) bewiesen. Auch die 
nachher folgende explizite Berechnung (16), (17) von #(x) und #’(x) ist wirk- 
lich richtig, übrigens fast genau nach dem Wigertschen Vorbild (L c., S. 128 
—133) bei einem anderen Problem ausgeführt und (wenn auch ohne strengen 
Beweis) schon in der Literatur vorhanden bei Vorono/ï, Sur le développement, 
à l'aide des fonctions cylindriques, des sommes doubles Zf (pm? + 2 gmn + rn?), 
où pm? + 2 qgmn + rn°? est une forme positive à coefficients entiers, Verhandlungen 
des dritten Internationalen Mathematiker-Kongresses in Heidelberg vom 8. bis 
13. August 1904 [Leïipzig, 1905], S. 241—245; Formel (8) ebenda. 


3) Übrigens ist ®D'(x) — + TG), D(x) — VE ro 
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A2) Y(x) = 


S a EPA (2x Vnæ) 
n° 


n—=A 
für x => 0 zweimal differentierbar. 
Nan ist bekamntlich für æ = 0, a => 0 


HA 
8—— 
: 1 4 a+oot Z 
J,(2Vx) = Ti JEnE PS 
also für —0,n—0 
a? æ 
En. æ+oot z 
J,(2xVnx) ET 2 £ Z dz 
: z 
TX —OO1? 
1 n° 1+ooi Le Es d 
= nr — Se 
2xi z J, CO À 
(12) liefert also für æ — 0 
an 
TXS— — 
OO 1+ooi s 
des L eeres dl Le re 
2 AVR i È s 
— CO? 


In (13) sind Summation und Integration vertauschbar, wie aus 


an Se 
dt — He É TT 
(&—1+t5) AUTRE 


an 


= Ter 
er) 


© e& nr 

ds _ a< fe 
ë A+FT 
an zh 


2 Ce 28 A TE O0 , 2 
< € +f L z dt=e ? a $ - = 0(-5) 
0 () “ n 


nt ci à re 4 
mit Rücksicht auf die Konvergenz von Y 
n—=1l 


HÆ1 
TX S—— 


folgt. 
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Aus (18) ergibt sich also 


LL 


1 one co 
D(x) = D px Utn)e © ds 
1—ooi 
1 l+ooi ,TXS 1 1+ooi je: FE 
(14) Dh + os Î "E U(nje  * ds. 
Bekanntlich!) ist für R(s) > 0 
OQ — me — 2 
pl e s es Vs > — T0 7 
a = —CO a = —co 
also 
ie an LS _ a(a? + b?) 
2 Unes EX in 
_ a—— 09. b = — 00 
_ € na? 2 2 
S >> e s = 5 no) Le S U(n)e "5, 
&— — 00 & = — CO n =0 
folglich nach (14) 
1 l+ooi ,TXS 1 1+ooi TS co re 
D(x) — ro — ds + ul : 2 U(n)e "ds. 


1—coi 
Rechts sind Integration und Summation vertauschbar, d. h. 


1+ooi RS 


1 l+ooi ,T&s 
as vos f Sobres 5 Ut Le —d, 
weil 
[ EE FR A eu) à PAR 
— co | s (s—1+ti) —00 (1+#) 


OQ 
ist, und © U(n)e ”” konvergiert. Nun ist bekanntlich 
n—=0 


l+ooi ,Txs 8 8 
2 J — ds —= TT für æ>0, 
1—ooi pi 
, 2 -| 
L RES Fu hi für y=0, 
Te Jus ss 0 für y = 0; 


1) Vergl. z.B. $.277—280 meines Handbuchs der Lehre von der Verteilung 
der Primzahlen [Leipzig und Berlin, 1909]. 
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(15) liefert also 


T° 


T° [x] 
(16) LAC EE 6 a+ 9 ZX U(n)(x—n). 
n—=0 
Demnach ist 


[æ] 
29 = 4 5 DO)G =D = + TE 


für x => 0 zweimal differentiierbar. Nun ist aber für æ —0 


TA 2 [y] li ee [a] 
D(x) = Î A) = 7 PRO = À U() J dy = © UO)G M) 
œ z [y] [x] al 
— S' _— 6} ME Ï — d 
J D(y) dy F DROLE RO Î (y —n) dy 


[e] 
= 4 5 UOG-N = 8 (0) 
also 
INTER T 
(17) Q'(x) — TT gs @)+35 2 =: DG} 


D(x) wäre also für x = 0 differentiierbar. Aber für jedes in zwei 

Quadrate zerlegbare positiv-ganze x (z. B. x — 1) ist offenbar der 

vordere Differentialquotient von D(x) gleich A(x), der hintere 

Differentialquotient von D(x) gleich A(x—1) = A(x)— U(x) < A(x). 
Daher ist die Annahme (1) falsch. 


; Anhanpg. 
Ich erwähnte schon, daf die Gleichung (17), welche 
LR SN AND AR L'HREEE 4 1 È 
D) = gT+ re Gi 9 d+o (4x x) = DT + T (4x x) 
PEAR ne U(x) 9 Re) 
(18) Su 0 ne jtd, (2x Vnx) 


besagt, ohne die ad absurdum geführte Annahme (1) bewiesen 

) wurde, also wahr ist. Sie läft sich durch Heranziehung eines 
Kunstgriffes aus der Pfeifferschen Methode zu einem neuen Be- 
weise von 


(19) A(x) = x2+0(Ÿx) 
verwerten. Jener Kunstgriff besteht in dem 


170 Edmund Landau, 


Hilfssatz: Es vgibt eine absolute Konstante ce, derart, dal für 


L—= 1, % = +, n > 0 
? 1 4 


sen bd * j 
(20) [a J,@xVnx)— 27, (2x Vn)| < c, Min. ee , a nà) 
nm 
ist. 
Beweis: 1) Nach (9) ist wegen x, = 2x 
_— — & 
2, J,(2xVnx,) — 2], (2x Vnr)| < 2, 2 + x 
A ï l rer nœ, Vox Vnx 
Va 


: 
+) = À (0) +27) = 0 
n n° n° 
2) Es ist nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 
bei passender Wahl eines £ der Strecke æ <£ < x, 


2, x Vnr) — 27, Ex Vne) = (0,2) LT (0, aVan))|, 


= $ 
= (4, —x)x VE J, (2x VnE), 
also wegen 
1J, (1 < <- für y>0 


Vy 
Le, d, Gars.) — 07, (2x na) | à VrE "2 
ne 
bee ve L te eV ir Gate atrn 
Aus (18) und (20) folgt, x, — x+42° gesetzt, 
il "ADDED G) 00 


= Tete -o)+ $ À Fe) 


Th 


(x, J, (2x Vnx,) — x, (2x Vnx)) 


nu ni) 


— à @ei+ +0 E _ Min ee. 


n 

oo U(n)\! 

— x +02) + 0 (e% ki) + of 5 20)? 
PES n= {els # 

= mo + O(aÿ) + O (a +85) + O (at 5) = na + O(aÿ), 


1) Die Relationen 


m CO 
> ST) —10 (m%) und D sn ) — O(mT?) 
n—=1 ne n=mMm+1l nf 


sind durch partielle Summation aus A(x) — O(x) leicht zu folgern. 
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also wegen 
1 di 4 4 
“AGE | A(E)dé € af A (c + at) 
A 
erstens 
A (x) < 2 + O(«?), 
zweitens 
A(x + 2?) Z ax + O(x?), 


folglich, wenn x +- a — y als neue Variable eingeführt wird, 


AQZzx (y v)+ 0(À) = xy+0(?) 
so daf (19) herausgekommen ist. 


Über eine Modifikation der Schering’schen Methode 
zur Bestimmung der elektrischen Leitfähigkeit der Luft. 


Mit 2 Figuren im Text. 
Von 


H. Rausch von Traubenberg. 
Vorgelegt von Herrn Wiechert in der Sitzung am 8. Mai 1915. 


Die Leitfähigkeitsbestimmungen im Geophysikalischen Institut 
zu Gôttingen erfolgten nach einer von Herrn H. Schering ausge- 
arbeiteten Methode). Dieselbe bestand darin, da$ ein langer gegen 
das Erdfeld geschützter Draht minutliche Aufladung erfuhr und 
dessen minutlicher Ladungsverlust mit Hilfe eines Spiegelelektro- 
meters registriert wurde. 

Die vorgefundene Apparatur habe ich zunächst wesentlich ver- 
ändert und verbessert: 

1) Eine Hauptfehlerquelle bestand darin, daf die am Platz der 
Registrierung sehr zahlreich auftretenden Spinnen dünne Fäden 
vom Draht nach dem Erdboden und nach den Isolator-Gehäusen 
spannen, die natürlich eine Entladung des Drahtes bewirkten. 
Diese Stôrung wurde dadurch beseitigt, daB der ganze Draht mit- 
sammt den Isolatoren zwischen Kugellagern Z (Fig. 1) durch einen 
Elektromotor M in eine peripherische Rotation versetzt wurde, hier- 
durch wurden die Fäden schnell aufgewunden und abgerissen. 
(Konstruktive Details siehe Fig. 1.) | 

2) Die Hartgummi-Isolation wurde durch lange Bernstein- 
isolatoren Z ersetzt, die in Glas- resp. Blechgehäusen leicht zu- 
gänglich untergebracht waren und sich môglichst leicht und be- 
quem trocknen und abwischen liefen. 


1) H. Schering, Nacbr. d. Kgl. Gesellschaft der Wissenschaften 1908. 
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3) Das langsam schwingende gewôhnliche Quadrantelektro- 
meter wurde durch ein solches von ganz kurzer Schwingungsdauer 
ersetzt. ,Es wurden vom Verfasser zu diesem Zweck drei besondere 
Typen ausgearbeitet. 

Type I und IL Fig. 2 und 3 dienten dann zur Registrierung 
der Leitfähigkeit, Type III Fig. 4 wurde zu einer mit der Leiït- 
fähigkeitsregistrierung synchron verlaufenden Potentialgefällere- 
gistrierung verwendet. 

Type I Fig. 2 hatte 4 rôhrenfôrmige Quadranten-Q, in welche 
kolbenfôrmige Ansatzstücke der Aluminium- und Papiernadel (N) 
tauchten, eine kräftige Luftdämpfung bewirkend. Die Nadel war mit 
zwei straffgespannten dünnen Phosphorbronze-Fäden F verbunden, 
die ihrerseits zwischen zwei Torsions-Kôüpfen 7'aus Bernstein drehbar 
befestigt waren. Durch mehr oder weniger straffe Anspannung 
der Fäden lief sich die Empfndlichkeit des Instrumentes in weiten 


.Grenzen variieren. Die Einstellung bei diesem Modell war aller- 


dings eine recht mühsame. Das Elektrometer wurde deswegen 
durch ein etwas andres Modell ersetzt: 

Type II Fig. 3. Bei diesem hatte die Nadel eine H fôrmige 
Gestalt und schwang zwischen E f6rmig gebogenen Quadranten. 
Die Luftdämpfung fiel nun fort, und es wurde elektromagnetische 
Dämpfang angewendet, indem das eine Ende der Nadel zwischen 
den (geerdeten) Polen eines kleinen Elektromagnets sich bewegte. 
Dieses Instrument hatte allerdings etwas grôBere Schwingungsdauer 
wie I, besaf aber den Vorzug leichter Einstellbarkeit und 
grôBerer Empfndlichkeit. | 

Type IL Fig. 4 Bei diesem Modell bestanden die Qua- 
dranten Q aus kleinen runden pufferartigen Scheiben, zwischen 
denen eine zu ihnen parallel gestellte und an zwei ausgespannten 
bifilaren Drähten befestigte Nadel sich auferordentlich schnell 
einstellte. Die Quadranten dienten gleichzeitig als Dämpfer. Leider 
hatte das Instrument keine sehr konstante Empfindlichkeit; in- 
folgedessen wurde diese durch automatische ,Nullung“ und Auf- 
ladung auf bekanntes Potential alle Stunde kontrolliert. 

Es wurde bei der Leitfähigkeitsregistrierung automatische 
Empfndlichkeïtsprüfung angewendet, die zugleich als Stunden- 
markierung diente; zu diesem Zweck wurde das System (Elektro- 
meter + Draht) jede Stunde zu einem Potential V, aufgeladen, 
welches um einen konstanten Betrag œ kleiner als V, war (Po- 
tential der gewôhnlichen minutlichen Aufladung). 

Die Differenz zwischen den Anfangseinstellungen ergab nun 
die Empfindlichkeit des Elektrometers und zwar in einem Be- 


174 H. Rausch von Traub enberg, 


| 


ee 
CR 


baphphhtnpnpe 
E B 


7 Ÿ 


KP) 
æ 
AS 
QU //2IIIIIL III LIT IT T2 
É Es 


CÉLELH/LD 7 
Een, nd nie dE 


Über eine Modifikation der Schering’schen Methode etc. 175 


reich,. in welchem die eigentliche Leitfähigkeitsmessung vorge- 
nommen wurde. 

A) Polare Leitfähigkeitsregistrierung. (Fig.1). Die 
Methode arbeitete nun folgendermaBen: jede Minute wurde das 
System (7 Meter langer Draht D) zu V, gleich 168 Volt aufgeladen, 
in demein durch das Isolatorgehäuse H hindurchgehender Stift S, der 
mit dem einen Pol der Aufladebatterie B verbunden war, durch den 
Elektromagneten des Relais R, an den Draht angedrückt wurde. 
Der Draht war in Verbindung mit dem Elektrometer Q. Das 
Relais wurde durch den Minutenkontakt X, betätigt. Die Auf- 
ladezeit richtete sich nach der Kontaktdauer an der Uhr. Jede 
Stunde wurde das Relais ZX, durch den Stundenkontakt X, der 
Ubr eingeschaltet. In dieser Stellung erfolgte wieder eine Auf- 
ladung des Systems und zwar um den bestimmten Betrag y —4,6 Volt 
kleineren Wert. Die Dauer dieser Stellung mufte natürlich grôfer 
-als 1 Minute gewählt werden, damit mindestens eine Aufladung 
in der umgeschalteten Stellung erfolgen konnte. Gleichzeitig wurde 
durch den Stundenkontakt K, der Uhr ein Relais R, betätigt, 
wodurch der Elektromotor M den Draht in Drehung versetzte. 
Die Registrierung erfolgte auf einem licht-empfindlichen photo- 
graphischen Papier von ca. 70cm Länge, welches auf einer Trommel 
aufgespannt war, die sich in 24 Stunden einmal um ihre Axe drehte. 
Auf der beigegeben Reproduktion À ist nur die Umhüllende der 
einzelnen verschieden langen Striche wiedergegeben; auf dem Ori- 
ginal ist eine von Minute zu Minute schwankende Leitfähigkeit 
deutlich zu erkennen. 

B) Synchrone Potentialgefälle-Registrierung. 

Synchron mit Leitfähigkeit, d.h. auf der selben Walze wurde 
das Potentialgefälle registriert. Zu diesem Zweck war in der Nähe 
ein Mast M (ca. 8 Meter) (Fig. 5) errichtet worden, an welchem 
sich die Poloniumsonde S mit Hilfe einer Winde in verschiedener 
Hôhe festhalten lief. Die Sonde S stand in Verbindung sowohl 
mit der Nadel des schnellschwingenden Elektrometers Q (Type III) 
als auch mit dem isolierten Hebel H des Relais R. Die Quadrant-' 
ladung des Elektrometers betrug 168 Volt. Für gewüôhnlich be- 
rührte der Hebel H keïnen der Kontaktständer. Jede Stunde je- 
doch wurde H zuerst mit K, (Erde) und sofort darauf mit K, 
(105 Volt) verbunden und dann gleich wieder losgelassen. Das 
Elektrometer reagierte auf diese zur Empfndlichkeitsprüfung die- 
nende Potentialveränderung sofort und schrieb dann die Potential- 
gefällekurve weiter. Auf dem beigegebenen Registrierstreifen (Re- 
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gistrierkurve B erkennen wir die stündlich erfolsenden Punkte, 

zwischen welchen die eigentliche Potentialgefällekurve verläuft. 

C) Positive und negative Leitfähigkeitsregistrierung in schneller 
Aufeinanderfolge. 

Die Schaltung der Anordnung A) erlaubte nur die Leitfähigkeit 
eines Vorzeichens zu messen; die auferordentlich schnelle Ein- 
stellung des Elektrometers schien jedoch die Registrierung des 
positiven und des negativen Ladungsverlustes in schneller Auf- 
einanderfolge zu ermôglichen. Da nun das Elektrometer nur in 
einer Richtung einen geeigneten Ausschlag gab, muñfite nicht nur 
das Vorzeichen der dem Draht erteilten Ladung sondern auch die 
Quadrantladung in passenden Intervallen umgeschaltet werden. 
Gleichzeitig war es wünschenswert, daB alle positiven Abfallstriche 
auf die eine Seite, alle negativen auf die andere Seite des Re- 
gistrierstreifens fielen. Diese Manipulation erreichte ich durch ein 
besonderes Umschaltrelais (Fig. 6). Der aus Hartgummi beste- 
hende Hebel ZX ist um das Lager ZL drehbar. An ihm sind zwei 
Federn F, und F, befestigt. Æ, steht mit Erde, F, steht mit den 
Quadranten des Elektrometers und mit dem Aufladestift $S in Ver- 
bindung. Die Federn Æ und F, legen sich je nach der Stellung 
des Relais entweder an den Stützen 1 und 3, resp. 2 und 4 an. 
Die Stützen 1, 2, 8, 4 stehen wechselseitig mit den Polen der Auf- 
ladebatterie B in Verbindung. Das Umkippen des Relais erfolgt 
durch die Elektromagneten M, resp. M, Betätigt werden die 
Magneten durch die doppelten Kontaktgeber X, und X,, welche 
den Strom entweder durch M, resp. M, schicken. Sobald der eine 
der Magneten anspricht, tritt auch der mit ihnen in Serie gehaltene 
Magnet M, und damit der Ladestift S in Wirksamkeit, wodurch 
der Draht je nach der Stellung von Æ positive oder negative Auf- 
ladung erfährt. Der Kontaktgeber machte in 5 Minuten einen 
vollen Umlauf, alle 2'/; Minuten machte er entweder auf der einen 
oder auf der anderen Seite bei K, oder KX, Kontakt; in den 
Zwischenpausen ist das Relais stromlos; um es auch in den Zeiten 
der Stromlosigkeit in der entsprechenden Lage festzuhalten, diente . 
die schwere Rolle o, welche auf Schienen gelagert, bald auf die 
eine oder die andere Seite von Hebel Æ rollte und dort stehen 
blieb bis eine neue Umschaltung erfolgte. Mit dem beweglichen 
Hebel H war ein beweglich angeordnetes Prisma (auf der Figur 
nicht gezeichnet) gekoppelt, welches, von dem vom Elektrometer 
kommenden Lichtstrahl durchsetzt, diesen bald in der einen bald in 
der anderen Richtung ablenkte. 

Mit den Kurven C und D (4— und 4+) ist die Umhüllende 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 2. 12 
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der erhaltenen Einzelwerte, die auch hier als ungleichlange Striche 
erscheinen, dargestellt; daf die Nalllinie so starke Schwankungen 
aufwies, lag wabrscheïnlich an einem nicht genügend präzisen 
Funktionieren der Umstellvorrichtung des Prismas. 

Die Arbeit wurde am Geophysikalischen Institut der Uni- 
versität Güttingen im Jahre 1911 gemacht. Herrn Geh. Wiechert 
müchte ich für das Interesse, welches er der Arbeit entgegen- 
brachte, meinen besten Dank aussprechen. 


Die Rotationsdispersion des Wasserstoffs. 


(Ein Beitrag zur Kenntnis der Konstitution des Wasserstoffmoleküls.) 


Von 
Paul Scherrer. 


Vorgelest in der Sitzung vom 1. Juni 1915 von D. Hilbert. 


& 1" Zrel 

Herr Debye!) hat kürzlich ein besonders einfaches Modell für 
das Wasserstoffmolekül vorgeschlagen und auf Grund der Gresetze 
der Mechanik, des Coulombschen Gesetzes und der Quantenhypo- 
these die Dispersion des Wasserstoffs berechnen künnen. Die Über- 
einstimmung der berechneten Formel mit der Erfahrung ist vor- 
züglich. Das Hauptgewicht ist hier nicht etwa auf den Bau der 
Dispersionsformel zu legen, die ja grofe Ahnlichkeit mit der Drude- 
schen hat und überdies im ganzen experimentell erreichbaren Gebiet 
durch eine frühzeitig abgebrochene Reïhenentwicklung ersetzt werden 
kann. Vielmehr hat man den wesentlichen Fortschritt darin zu er- 
blicken, daf während in der Drudeschen Darstellung Elektronen- 
zahlen und Eigenfrequenzen eine Rolle spielen, über deren Grôfe 
man von vorneherein nicht im mindesten unterrichtet ist, bei der 
Debyeschen Formel keine einzige Konstante aus Dispersionsexperi- 
menten abgeleitet wird, und alles von vorneherein ausdrückbar ist 
in universellen Konstanten. 

Es ist wohl sicher, daB wir im Zusammenhange mit dem 
Planckschen Wirkungsquantum von den althergebrachten Prinzipien 
eines oder mehrere aufzugeben haben werden. Leider ist eine ge- 
naue Formulierung eines neuen allumfassenden Prinzips noch nicht 
gelungen. Deshalb sind wir wenigstens vorläufig noch ganz und 
gar darauf angewiesen, in langsamem Fortschreiten Gesetz nach 
Gresetz zu prüfen. In diesem Sinne kônnen wir die bisher aus- 


1) P. Debye, Sitzungsber. d. kônigl. Bayr. Akad. 1915. 1. 
12* 
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geführte Dispersionsrechnung als Bestätigung dafür ansehen, daf 
die klassischen Gesetze der Mechanik für die Berechnung der Stü- 
rungen im Innern des Atoms aufrecht erhalten werden kônnen. 

Bei der groBen Unklarheit, die der Formulierung der Wirkung 
eines Magnetfeldes anhaftet, wie das z. B. besonders hervorstechend 
zum Ausdruck kommt bei den andererseits so erfolgreichen Voigt- 
schen Versuchen zur Erklärung der komplizierteren Zeemaneffekte, 
schien es von besonderem Interesse, das Verhalten eines H2-Modells 
unter Einwirkung eines Magnetfeldes zu untersuchen. Als Effekt 
wählen wir den Faradayeffekt (magnetische Drehung der Polari- 
sationsebene) und berechnen versuchsweise, unter vollständiger An- 
lehnung an die althergebrachten Prinzipien die GrôBe jenes Effektes. 
Das heïft also, wir versuchen den Effekt nach Grôfe und Disper- 
sion vollständig vorherzusagen unter alleiniger Benutzang univer- 
seller Konstanten. Als Resultat finden wir: Auch die klassischen 
Gesetze für die Wirkung eines Magnetfeldes sind im Atommodell 
anwendbar. 


$ 2 Methode. 

Die Berechnung zerlegen wir in verschiedene Schritte: 

Der erste Schritt besteht darin, daf wir die veränderte Be- 
wegung der Elektronen berechnen bei einem H:-Modell, dessen 
Konstitution durch vorläufige Weglassung einer Quantenhypothese 
noch nicht vollständig festgelest ist. Als stôrende Kräfte kommen 
in Betracht: 

1. die bekannten der Geschwindigkeit proportionalen Kräfte 
des Magnetfeldes, 
2. die elektrischen Kräfte einer beliebig polarisierten auffal- 
lenden Lichtwelle. 
Die allgemeinen Gleichungen werden im Sinne der Stôrungsrech- 
nung durch sukzessive Näherung gelôst, und zwar wird als Aus- 
gangspunkt der Näherung eine ;ungestôrte“ Bewegung gewählt, 
bei der die beiden Elektronen auf einem Kreise vom Radius a mit 
der konstanten Winkelgeschwindigkeit © rotieren. Die hier ange- 
deutete Rechnung ist nur insofern von der Debyeschen verschieden, 
als durch Anwesenheit des Magnetfeldes die stôrenden Kräfte et- 
was komplizierter sind. Bei der ungestôrten Bewegung, von 
der wir ausgehen, sind die Ausgangswerte von a und © in ge- 
wohnter Weise dadurch miteinander verknüpft, daf sich die an- 
ziehende Kraft der Kerne, die gegenseitige Abstofung der Elek- 
tronen, Zentrifugalkraft und Wirkung der magnetischen Kompo- 
nente in Richtung der Verbindungslinie der Kerne des H:-Moleküls 
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das Gleichgewicht halten muften. Es sind also zunächst noch 
sehr viele verschiedene Modelle môglich, z. B. je nach Wahl von ©. 

Die Stôrungsrechnung sei erledigt. Dann tritt die Frage an 
uns heran: welche Werte von a und w im Magnetfelde entsprechen 
den durch die »-Hypothese bestimmten Werten a, und ©, im un- 
beeinfluften H:-Modell? Auf jeden Fall sind die Ânderungen, die 
a, und ©, erfahren haben, kleine Grüfen. Wir setzen deshalb 
a = a, +04, © = w,+0&. Die eine Gleichgewichtsbedingung, 
von der oben die Rede war, ist dann als lineare Gleichung in 
da und Ôdœ zu schreiben. Es handelt sich darum, eine zweite 
Gleichang zwischen diesen Grôfen zu bestimmen. Zu dieser ver- 
hilft uns die Bemerkung, da8 während des Entstehens des Magnet- 
feldes im Raume elektrische Kräfte vorhanden waren, die eine 
Arbeit an den Elektronen des Modells leisteten. Die Gesamtarbeit 
berechnet sich nach dem Faradayschen Induktionsgesetz. Anderer- 
. seits müssen wir dieselbe wiederfinden in der kinetischen und poten- 
tiellen Energie des Modells, die natürlich ebenfalls in d© und 0a 
linear ausgedrückt werden kann. So haben wir die gesuchte 
zweite Gleichung erhalten und kônnen nun schliefen (in der be- 
kannten, bei der Erklärung des Diamagnetismus ebenfalls be- 
nutzten Art und Weise), daf 04 verschwindet und nur d& einen 
der Feldstärke proportionalen Wert hat. Damit sind nun auch 
die Ausgangswerte a — à, und @ — o,+0o genau so wie beim 
unbeeinfluften Molekül auf universelle Grôfen zurückgeführt. Das 
Endresultat läfit sich folgendermaBen ausdrücken: Das ganze Gas 
besteht nach Anlegen des Magnetfeldes aus Molekülen, deren Elek- 
tronen pendeln um mittlere Bewegungen, die an sich abhängig sind von 
der Orientierung des Moleküls in Bezug auf das äuBere Magnetfeld. 

Der zweiïte Schritt besteht in der Verwendung der nunmehr 
bekannten innern Bewegungen zur Berechnung des elektrischen 
Momentes eines em° des Gases. Diese Berechnung wird so ausge- 
fübrt, daB für ein H:-Molekül das elektrische Moment ausgedrückt 
wird in den verschiedenen Koordinaten und nachträglich gemittelt 
wird über alle môglichen Orientierungen. Durch Multiplikation 
mit der Zahl N der Moleküle pro cm° folgt dann das gesuchte 
Moment. Der Unterschied gegenüber dem Fall der reinen Disper- 
sion besteht darin, da dieses mittlere Moment nun infolge der 
Anwesenheït des Magnetfeldes nicht mehr parallel der erzeugten 
elektrischen Kraft liegt. ÆEs ist jetzt, allgemein gesprochen, das 
Moment eine lineare Vektorfunktion der elektrischen Kraftkom- 
ponenten. Mit andern Worten, das Wasserstoffgas ist kristalli- 
nisch geworden. 
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Der dritte Schritt würde nun darin bestehen, die soeben als 
Funktion der elektrischen Kraftkomponenten berechnete Polari- 
sation $ in die Maxwellschen Gleichungen einzuführen und die 
môüglichen Wellen zu untersuchen. Dieses aber ist schon ge- 
schehen, denn unsere lineare Vektorfunktion unterscheidet sich in 
ihrer allgemeinen Form nicht von der von Drude bei der Erklä- 
rung des Faradayeffekts benutzten. Im speziellen besteht natür- 
lich ein wesentlicher Unterschied darin, daB die Koeffizienten der 
Funktion bei uns durch universelle Grüfen vollständig bestimmt 
sind. Wir kônnen die Resultate der Drudeschen Rechnung einfach 
übernehmen und z. B. behaupten: 

In Richtung der magnetischen Feldstärke pflanzen sich eine 
rechts- und eine links-zirkular polarisierte Welle mit verschiedenen 
Geschwindigkeiten fort. Der Geschwindigkeitsunterschied ist der 
Feldstärke in erster Näherung proportional. Bekanntlich ist diese 
zirkulare Doppelbrechung identisch mit dem Vorhandensein der 
Drehung der Polarisationsebene, und wir kônnen also schliefilich 
diese Drehung ® darstellen in der bekannten Form 


jee dla 2 à 8 
(H — magnetische Feldstärke in GauB) 


@ — vom Lichtstrahl im Kôrper zurückgelegter Weg in cm) 
(V —= Verdetsche Konstante) 


Die Verdetsche Konstante V erscheint auf Grund unserer Theorie 
als ganz bestimmte Funktion der Schwingungszahl s des einfal- 
lenden Lichtes, in der aufer N nur &, uw und X als Konstanten 
vorkommen. Damit ist unsere Aufgabe erledigt. 


$ 3 Formeln. 

Das Magnetfeld H sei parallel zur z-Axe unseres Koordinaten- 
systems. Dann sind die Komponenten der Polarisation $, die 
durch die elektrische Kraft € — Exit einer einfallenden Lichtwelle 
hervorgerufen wird: 


a Ce Pl ie H Ôô(a+b) 
Bi [SU++)E Es 22) ‘| 
( / = 
at End 2 i e H o(a+b) 
PB, — Eu T3 ù 20, LE d) €, 
©, 


- (a+b+0c)E. 


ES 
Ê< 
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Dabei bedeutet «, die Winkelgeschwindigkeit der Elektronen im 
Modell, wenn kein Magnetfeld vorhanden ist. Unter Zugrunde- 
legung der Quantenhypothese : Impulsmoment jedes Elektrons — = 
erhält ow, den Wert 


: ; s ; 
a, b und c sind Funktionen von —, welche auch schon in der 
(ee) 


® LL L - 
Dispersionstheorie vorkommen, nämlich 


k- ) 313 


Ms | Po 8(3V3 —1) 
La lE ne G- ME . 
ns P+ in x a 
ÉDATUSS SN 4 
MArra ce a 1) ne —. 
BAL PE WE 
Leu nn 


Füx die Verdetsche Konstante erhalten wir 


x) 
re u) s 


_ 1 0(a+b) 
CPR OU NE FR 
D 


Entwickelt man nach Potenzen von —. und bricht man mit dem 


Gliede vierter Ordnung ab, so bekommt man: 


: £ 9 
x Pi (£) s Ÿ FAC 
MER # {1822 (2)+206,3 So | 
& CA CA 


C 0 


$ 4 Vergleich mit der Erfahrung. 
Die Dispersion der magnetischen Doppelbrechung wurde ge- 
messen von Kundt und Rôntgen!), Siertsema*) und Sirks®,. Die 


1) A. Kundt u. W. C. Rôntgen, Wied. Ann. 10, 257, 1880. 
2) L. H. Siertsema, Arch. Néerl., Série 2, 2, 291, 1889. 
3) J. F. Sirks, Phys. Zeïtschr. 14, 336, 1918. 
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Messungen von Siertsema beziehen sich auf Wasserstoff von 85 kg 
Druck und 282,52 abs. Temperatur. 
Die Drehung wird von Siertsema dargestellt durch die Formel: 


x 151+12 . 2384 ges 
SEE ER FRET TES | 


180 : 60 


ce —6 
Vi 10% (2; : 
wobei die Wellenlänge À in w auszudrücken ist. Diese experimen- 
telle Formel hat genau denselben Typus wie die theoretisch ab- 
geleitete. Wir kônnen die empirische mit der theoretisch abge- 
leiteten Formel gliedweise vergleichen und erhalten so die zwei 
Formeln : 


2 2 2 + 
Ma (jrs. Den 0 RESEA 
( D 
(eVones 18e Lo. 2282027 
Ne(+) 206,6. GUÉRESS 


Die Konstante C hat dabei den Wert: 


10 1,033 - 282,5 


ne,” PS ae PE A 2e dr Po Oaedes IE à 
CC 560-60 86.273.008 ) 


Durch Division dieser beiden Formeln folgt zunächst 
er Er AA 
2,38 10 — 2066 4e! 

d. h. 

1 œ, — (5,06 + 0,28): 10" sec". 


(Der wahrscheinliche Fehler von «©, beträgt ca. 6 °/0.) 
Setzen wir diesen Wert in die erste Gleichung ein, so be- 


2 
rechnet sich andererseits Ne () ZU : 
9) Ne(+) — (2,944 0,69). 105. 


2 
k » € , : s 
Aus diesen zwei Werten æ, und Ne (2) lassen sich zwei der uni- 
u 


versellen Grüfen N, &, u, h berechnen, wenn die anderen zwei ge- 
geben sind. Nehmen wir z. B. für Ne den Wert, der sich aus der 
elektrolytischen Ladung eines Grammatoms Æ — 96470 Coulomb, 


1) Die Abweïchung vom Boyleschen Gesetz beträgt bei p — 85kg etwa 
4,20. Siche Siertsema L. c. è 
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dem Atomgewicht 4 — 1,008 und der Dichte 0 — 8,985:107 des 
Wasserstoffs bestimmt zu 
E 


Ne = 5x = 1289-10", 


so folgt aus (2) für . der Wert: 


_ — (4,78 + 0,59): 10". 


(Der wahrscheinliche Fehler beträgt ca. 12 °/0.) 
Nehmen wir zu diesem noch den Wert k — 6,5:107* hinzu, 
so erhalten wir aus (1) 
e — (4,86 + 0,17) - 107. 


(Der wahrscheinliche Fehler beträgt ca. 4 °/0.) 
Diese Werte sind befriedigend und sprechen zu Gunsten des 
” Modells. 
Ebenso finden wir aus den Messungen von Sirks, ausgehend von 
£ 


Ne'—="1,289:10" and PRE 5,81 - 10" 


für s und » die Werte: 
s — 4,60-107*, h — 6,64-107*. 


Gôttingen, theoretische Abteilung des physikalischen Instituts. 


Über Unabhängigkeitssätze in der Variationsrechnung: 
Von 


K. Boehm. 


Vorgelegt in der Sitzung am 5. Juni 1915 von D. Hilbert. 


In meiner Note über die ,Verallgemeinerung des Be- 
griffes Linienintegral“ (Heïdelberger Berichte Abt. A 
1912, 11. Abhandlung) bin ich dem Beltrami-Hilbertschen 
Unabhängigkeitssatze für beliebig hohe Ordnung der 
Differentialfanktion näher gekommen, als mir damals selbst bewuft 
war. Ich werde jetzt einen Satz aufstellen, welcher sowohl das 
erwähnte, als auch das von mir in der angeführten Arbeit be- 
handelte und neu bewiesene Theorem umfafit und dadurch den 
Zasammenhang der beiden Gegenstände klar hervortreten läft. 


1. Wenn es, bei Beschränkung der Variablen 


OR NC ME M 


auf gewisse Bereiche, môglich ist, in dem durch die Koordinaten 
T, Es, os .., En definierten (m+ 1)-dimensionalen Raumstück eine 
Kurvenschaar mit 


(2) 6 = 2(v,+v,+...+,) ! 
Parametern anzugeben: | 


Ë, = pr, a, &,..., &), 
(3) 


| En = PRO rar &), 
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so daf durch eine vorgeschriebene Anfangslage !) 


1 ci ‘ SL 
Œt; Es Lens EU ):; de Net or La EURE ) 


und eine vorgeschriebene Endlage 


(22—1), 
1 


Ho ' Ge (®n— 1) 
(6) Éd, Lijee.s ds 3 Vas Bip os 3 Lg 1 Pre 


. }; 
AR dde 


_stets ein und nur ein Kurvenbogen hindurchgeht, so kann das 
» Linienintegral“ 


| 17 É 
D 2 CM E Let ie, Ven 


erstreckt über den so definierten Kurvenbogen zwischen den Grenz- 
lagen (4) und (6), als eine Funktion der 6+2 Veränderlichen (4) 
und (6) aufgefaft werden. Diese Funktion erweist sich, bei geeig- 
neten Voraussetzungen über die als Integrand eingeführte Diffe- 
- rentialfunktion «, als differentiierbar, und ihre partiellen Diffe- 
rentialquotienten lassen sich leicht angeben. Damit diese Formeln 
übersichtlich werden, seien hier zunächst einige Bezeichnungen 
zusammengestellt. 


2 Wir schreiben 
(3) Ë, = qp(r,a,a,,..., a) 
2 0 
(2) EP ET 5 [ete “ah d] 


DE OR OR ARE 
und setzen alsdann 


() 2 — pd, &,,..., “) Eu A ee 
| ie Re ea LM 
U = pi, 4,0...) — El, 


® Lu = #] 


Aus den 6 Gleichungen 


DNS 


J) Hit les LA ET é ARE co Pense) ee ge] 


DE ARS ie 


T1 


L TE se 
) (10) 
TT; 


= 1, 2,...,m] 


1) Hier, wie überall im Folgenden, benutze ich die in meiner Heidelberger 
Note eingeführte Weiïise des Ausdrucks und der Bezeichnung. 
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lassen sich die 6 Parameter «, als Funktionen der Grôfien (4) und 
(5) ausdrücken. Die 
af, Le [4 Æ v;] 


sind dann bestimmte Funktionen derselben Argumente, als welche 
sie im Folgenden stets betrachtet werden sollen. Wo es wiünschens- 
wert erscheint, werden wir sie, in Erinnerung an bekannte Be- 
griffsbildungen der meueren Variationsrechnung als , Gefäll- 
funktionen“ des ,Kurvenfeldes“ (3) ansprechen und durch 
analoge Funktionenzeichen 


M = Da (loi Lis Lis +. Pre D: SEE A ARCS om, 

à ÉoNrU, mAte M afp et SRE 

we | ES CHE A M ME da de 

FE Tee Pt EE Le à th aU en) 

AZ»; 
andeuten. 


Wenn in einer beliebigen Differentialfunktion 


Fe: e,e., ir D TD a ete eu RES 


(2, —1) ; - (2:—1) 
= F(s; de PARC Pr Pro 2700 Lys Diy c HE Pop? Ps EE 
— Ue | (1-1) à |. (v:—1) 
ee Ft; Eur Eur cer Li S ; P13, Pr c..) Lu +.) L 1 Po, Panet .. 


(12) 


das tr durch é, die Ë,, Ë!, ..., er D durch #,, æ!, .. ai ra die 
hôheren Ableitungen aber durch die Gefällfunktionen Gi, 1) ot 
zu denken sind, so soll dies durch einen dem Funktionszeichen 
übergesetzten Strich kenntlich gemacht werden, während ein unter- 
gesetzter Strich die Substitution der Werte 
! Ft ! 

bo; Li Lise.) ge ) y PE” pin 
an Stelle von 
ir 1) 210, Een, 


."£ 
T; EE 9,28 


in analoger Weiïise kundtut; also: 


Setze ich ferner, wie in meiner Heidelberger Note, 


du d ô TR QT EE NEA) 0e 
GED = a | ap) + C0 n=h=1 | 66°? 
GER i ÔË, î di" i 


,. 


oi 
4? 


(= "1, 2.2, M ARR RO PAT AN 7 EE 
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im 


FF ANRP RS Lo, + os a+... do, 


2 A4 — ©, 


4, v;— 1 
so kann, nach dem soeben Gesagten, nicht zweïfelhaft sein, welche 
Funktionen von (4) und (5) unter den Bezeichnungen 

MR En 
verstanden werden müssen. 


3. Die durch (6) definierte Funktion Z der Argumente (4) 
und (5) genügt nun den folgenden partiellen Differentialgleichungen: 


0x D 
(14) % : 2 
0Z ee s ÔË. | ie 
ot œo cm k 2 1 ôt A = Q ñ 
CLAIR {im CF 
og") To L ,2,% Ces. dx SG) dr Fe y, Ur? 
À = 
(5) 9z lim dË, 
mn, 2 tft Snfee 


Dh = 2 ue OM A us 1] 


Diese müssen, da die Existenz der Funktion Z bereits fest- 
steht, die bekannten Bedingungen der Integrabilität erfüllen, was 
sich auch durch Rechnung bestätigen läft. 

Betrachten wir, was durchaus nicht notwendig ist und schône 
Anwendungen unserer Resultate ausschlieft, die Werte (4) als 
konstant, so wird Z eine Funktion von den allein noch veränder- 
lichen Grôfien (5), und ïhre partiellen Differentialquotienten sind 
durch (14) gegeben. Wir kônnen diese Tatsache auch so aus- 
sprechen. 


Das Integral 


Da h=m 
laur S 2, Le, 22, +8, 47, +. sénenAi er | 


Ut LS M U=vl dat) 
+ QE RE À dw 
she CE do Ÿ = 2, LÀ 0 7 | 


(16) 


ist ein vom Wege unabhängiges gewôhnliches 
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Linienintegral in dem Raume von »,+w,+...+,+1 
Dimensionen, welcher die GrôBen (5) zu Koordi- 
naten hat. 

Da diese GrôBen ganz beliebig variieren, so kônnen wir es im 
besonderen so einrichten, da die Veränderungen 44, 4x,,..., 4x, 
der m+1 Argumente £, &,,..., x, eine beliebige Kurve in unserem 
(m+1)-dimensionalen Raume definieren, während wir die 4% dauernd 
den zu dieser Kurve gehôrigen Ableitungen der +, nach t gleich- 
setzen; d. h. wir kôünnen die GrôüBen f,x,,...,x, irgendwie als 
Funktionen von w wählen und dann bestimmen, da8 


dx n) 
1 duo 
(17) ati + ) pes es 
duo 
Re, ., Mu = 0, L'OS 
sein solll Wird schlieflich £ = « gesetzt, so haben wir 


18) +1) def) 
Fa A 


(und das Linienintegral (16) geht über in 


Do h=mu=v-1 | 
(19) ï (a+ DURS CT ?| du. 
h—1 un = 0 


4, Von besonderem Interesse sind für uns die Fälle, in 
welchen die rechten Seiten der Gleichungen (14) sich auf ihre 
ersten Bestandteile, d. h. auf w;,,, und æ reduzieren, dadurch, 
daf die Ausdrücke 


Ou d { du + dt), 80 
20 : og nr | Re Es fin 
TE re D 


= 2 EE 


gleich Null werden, und, in Folge dessen, die Integrale wegfallen. 
Dieser Umstand kann nun auf zweïierlei Weise/eintreten: 


TL Die »m Eulerschen Differentialgleichungen 
21) @j 1 = 0 Li. = eee rl 


sind für unsere Funktion « identisch erfüllt, sie bestimmen 
also keine besonderen Funktionen Ë; von v; dann ‘unterliegt die 
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Kurvenschar (3) gar keiner weiteren Bedingung. Dies ist der in 
meiner Heidelberger Note behandelte Fall, in welchem das Integral 
(6) unbestimmt durch Quadraturen ausführbar, d. h. die Funktion 
u für beliebig von r abhängende £, ein vollständiger nach x ge- 
nommener Differentialquotient ist. 

IT. Die Kurvenschar (3), worin die Hälfte der 6 Parameter 
durch die Fixierung der Anfangslage (4) bestimmt zu denken ist, 
besteht aus Integralkurven des Eulerschen Differentialsystems (21). 

Alsdann haben wir in der Integrierbarkeit des Systems (14) 
den Beltrami-Hilbertschen Unabhängigkeitssatz in 
seiner entsprechend verallgemeinerten Gestalt 
vor uns. Das vom Wege unabhängige Integral 


h=m u,=7v3-1 
(192) 1 (5+ D DR Con Rs gi + 1} du 
h (1 (1 


Vo ii uj, = 0 


* wird in den zu dem Integral (6) gehôrenden Variationsproblemen 
dieselbe Rolle zu spielen haben, welche dem Hilbertschen Integrale 
für das einfachste Problem zukommt. 

Bedenken wir noch, da8, auf Grund der Definition (13), mit 
Benutzung von (11,1) 


(va ve 1) 


| = — ! re !' FA © — 
(22) œ +,2, louri Fond ++ Dh, 072 %2 à Ph v—1 Po) m 


folglich 


h=m u,—=v;,-1 h=m 
= 4 4 ES (ur + 1) re Se ( (22) ) 
@ + à à OUT —= U + > Xy — 
| (23) | h—1 un = 0 hu L h=1 Phvy—1 : Pr, 


| Emo 


sein muf, so kôünnen wir das Integral (19 a) in der Form schreiben: 


uw " h—m SR à 
(24) 1 | TRES TERRE ( LV — bin) dw, 


À V9 h—= 1 OX; 


in welcher es sich als ein vom Wege unabhängiges ,verall- 

W) gemeinertes Linienintegral“ darstellt, wenn w = # als 

| unabhängige Variable, x,,x,,...,x, als abhängige Variable ge- 
wählt werden, und das verallgemeinerte Länienintegral in dem 
Sinne verstanden wird, den ich in meiner Heidelberger Note präzi- 
siert habe. 
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Aus der Gestalt (24) ersieht man unmittelbar, daB, wie es ja 
nach der ganzen Gedankenführung sein muf, das vom Wege unab- 
hängige Integral mit dem Grundintegral (6) zusammenfällt, wenn 
als Integrationsweg eine Extremale gewählt wird; denn für eine 
solche ist dauernd 


ar) Ft Phu* [A Fr 1, 2, PE m] 


Das Dispersionsgesetz der magnetooptischen Effekte 
im Ultraroten bei Eisen und Kobalt. 


Von 
W. Voigt. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 3. Juli 1915. 


1. Drude‘) hat die optischen Eigenschaften der Metalle aus 
der Annahme abzuleiten versucht, daB in diesen Kôrpern nicht 
alle Elektronen quasielastisch an die ponderabeln Atome gebunden 
seien, sondern zum Teil sich frei zwischen den Atomen bewegten. 
Die letzteren sog. Leitungselektronen erscheinen dabei derartig 
für den metallischen Zustand charakteristisch, daB man sich ein 
videales Metall“ vorstellen kann, in dem die gebundenen oder 
Polarisationselektronen vüllig fehlen. Die wirklichen Metalle 
weichen nach der Erfahrung in ihrem Verhalten von jenem Idealtyp 
mehr oder weniger ab?); sie enthalten demnach gebundene Elek- 
tronen, deren jede Art für sich in dem Absorptionsspektrum einen 
Absorptionsstreifen bedingen würde. Man kann durch Beob- 
achtungen über Metallreflexion bei verschiedenen Farben bekanntlich 
auf den Verlauf von Brechungs- und Absorptionsindex (* und x) 
schlieBen, und es sind speziell in dem hiesigen Institut systematische 
Beobachtungen zur Erforschung desselben im sichtbaren und im 
ultravioletten Teil des Spektrums durchgeführt worden. Der ge- 
fundene Verlauf hat sich der Regel nach durch Annahme von 
zwei oder drei Arten gebundener Elektronen neben einer Art 


1) P. Drude, Optik, p. 386, Leipzig, 1912. 
2) Nahezu ideal verhält sich Quecksilber. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse, 1915, Heft 2.  . 13 
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freier darstellen lassen!); die Darstellung ist aber in allen Fällen 
wenig sicher, einmal wegen der immerhin begrenzten Ausdehnung 
des bearbeiteten Spektralbereiches, sodann wegen des weitgehenden 
Ubereinandergreifens der sehr breiten Absorptionsstreifen, welches 
deren Wirkungen vermischt. Für einige wenige Metalle haben 
erst Ingersoll'), dann (wieder im hiesigen Institut) Fôrsterling und 
Freedericksz*) analoge Beobachtungen in dem ultraroten Gebiete 
durchgeführt; die letzteren Forscher haben auch diskutiert, in wie 
weit ihre bis 4 — bu reichenden Resultate mit den für ideale 
Metalle geltenden Formeln übereinstimmen, und haben hier einen 
ziemlich befriedigenden Anschluf an dieselben festgestellt. Sie 
haben ferner untersucht, ob diese Resultate sich mit den beob- 
achteten elektrischen Leitfähigkeiten in Beziehung setzen lieBen, 
die sich durch dieselben Parameter ausdrücken lassen, welche das 
optische Verhalten der Metalle bestimmen. Sie kamen zu dem 
Resultat, daf die aus ihren Beobachtungen berechneten Leitfähig- 
keïten zwar der Grôfenordnung nach mit den beobachteten über- 
einstimmen, daf letztere aber sämtlich beträchtlich (bis zu dem 
Zehnfachen) grôfier sind. 

Immerhin scheinen diese Ergebnisse zu zeigen, daf in den 
von den Beobachtern bearbeiïteten ultraroten Spektralgebieten die 
Wirkung der gebundenen Elektronen und ihrer Eigenschwingungen 
bei manchen Metallen bereits stark zurücktritt, und man kann 
versuchen, von dieser Tatsache auch in dem Gebiete der Mag- 
netooptik der Metalle Nutzen zu ziehen, wo eine Ableitung 
von der Erfahrung entsprechenden Dispersionsgesetzen bisher 
gänzlich fehlt. Die Gewinnung solcher Gresetze für das ultrarote 
Spektralbereich allein würde für sich ja noch nicht eben weit 
führen, aber doch einen erwünschten Fortschritt bedeuten. Eine 
in dieser Richtung liegende Untersuchung soll nachstehend mit- 
geteilt und dabei zugleich ein Weg zur Beseitigung der oben ge- 
schilderten Schwierigkeit bez. der Berechnung der Leitfähigkeiten 
angedeutet werden. 

Magnetooptische Wirkungen sind bisher nur an Metallen von 
ferromagnetischem Charakter beobachtet worden; dieselben sondern 
sich in den allein an dünnen durchsichtigen Schichten nachweïs- 
baren Faraday-Effekt (speziell Drehung der Polarisationsebene 
hindurchgehenden polarisierten Lichtes) und den auch an massiven 


1) W. Meier, Ann. d. Phys. 31, p. 1017, 1910. 
2) L. R. Ingersoll, Astrophys. Journ. 32, p. 265, 1910. 
3) K. Fôrsterling und V. Freedericksz, Ann. d. Phys. 40, p. 201, 1918. 
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Spiegeln zu erhaltenden Kerr-Effekt (speziell Drehung der Polari- 
sationsebene reflektierten Lichtes). ÆEs ist bekannt, daB Beob- 
achtungen an dünnen Schichten wegen der Unsicherheit über die 
Konstitution der letzteren zu allgemeinen theoretischen Folge- 
rungen kaum recht zu verwenden sind. Es bleiben also als Material 
für unsere Überlegungen zunächst nur die Messungen über den 
Kerr-Effekt im Ultraroten, die wir Ingersoll verdanken, und die 
sich teils auf den Fall der normalen Inzidenz bei polarer Magneti- 
sierung !), teils auf den beliebiger Inzidenz bei äquatorialer Mag- 
netisierung?) (Feld normal zur Einfallsebene) beziehen. Leider 
reichen die für die Verwertungen wichtigsten Messungen der 
zweiten Art nicht weiter als bis À — 2,2yu, und es ist nach ge- 
wissen Anzeichen wahrscheinlich, daf in diesem Bereich die 
Wirkung der gebundenen Elektronen noch keineswegs vüllig zu 
vernachlässigen ist. Immerhin wird sich zeigen, daf in dem 
beobachteten Bereich wenigstens bei Eisen und Kobalt der Verlauf 
.dem von der Theorie für ein ideales Metall geforderten schon 
einigermaBen ähnlich geworden ist. 


2. Nach den Vorstellungen von H. A. Lorentz*) tragen die 
Leitungselektronen zu dem Vorgang der dielektrischen Polarisation 
nichts bei. Infolge hiervon treten in den Bewegungsgleichungen 
für die Elektronen von der Form 


1) mr ur — e(x+ SeëMi), se 
in der Summe S rechts, welche die Wirkung der dielektrischen 
Polarisation ausdrückt, nur die Polarisationselektronen auf. Die 
Formeln sind im übrigen auch auf Leitungselektronen anwendbar, 
welche durch Weglassen des Index 7 (links) charakterisiert 
werden mügen; nur ist für sie der Parameter k der quasielastischen 
Kraft gleich Null zu setzen. 

Im Falle periodischer Schwingungen von der Frequenz » ergibt 
sich aus (1) 


: 
9) nE=e(R+ Set n),.…. 


bei 
p, = k,— mu + ivh,. 


1) L. R. Ingersoll, Phil. Mag. (6), 11, p. 62, 1906. 
2) L. R. Ingersoll, Phys. Rev. 35, 312, 1912, 
3) So z. B. H. A. Lorentz, Versl. Ac. Amst. 11, p. 305; Amst. Proc. 5, 
p. 254; 1902. 
10% 
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Mit den obigen Formeln sind weiter die aus den Maxwell- 
Hertzschen Gleichungen folgenden Beziehungen zu kombinieren, 
welche für eine parallel der X-Achse schwingende ebene Welle 
einen komplexen Berechnungsindex n liefern, gegeben durch 


3) AD AL) AS AT DCE UNS, 
Hierin ist nun aber die Saumme Y über sämtliche Elektronen zu 
erstrecken, denn der elektrische Konvektionsstrom beruht sowohl 


auf den Leitungs- als auf den Polarisationselektronen. 
Die Elimination der £ aus den Formeln 2) und 3) liefert leicht 


S 
4) Lan Mon HN 7e 
wobei die Summe 

eN, 
, — 4 SAR 
4 D) = 43 


über alle Elektronen erstreckt ist, $, aber die gleiche für die 
Polarisationselektronen allein bezeichnet. Es sei gesetzt 
5) CB) = PB, +F, 


wo dann $ auch die Form von 4') hat, aber sich allein auf die 
Leïitangselektronen bezieht. Bei Einführung der Bezeichnungen 


AaN,elm, = 0, 4, = M, h, — MY, 
ist dann 
Me (22 
6) PB, — DR oo 


und wenn man nur eine Art von Leitungselektronen annimmt, 


c) B—- 


Kann für die benutzte Frequenz » ein Metall als ein ,ange- 
nähert ideales* betrachtet werden, d. h., tritt bei ihm die Wirkung 
der Polarisationselektronen zurück, und ist somit $, klein gegen 
B, so gilt für dasselbe nach 4) : 


v(v— iv") | 


8) n—1 = P+B(+EP). 
Für ein streng ideales Metall ergibt sich wegen $, = 0 
8) n°—1 = | 


oder da nach der Erfahrung in diesen Bereichen n grofi neben 
Eins ist, auch 


9) A me 


v(v — iv') 
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d.h, da n — n(1—ix), 
! 
Q Qv 
9”) n° (1 — x°) = — D + v"? Qn°x — ICE TOR 


Hieraus würde folgen 


v v \° x 
10) T7 2+Vir (7 # 


an 9 
AE) EC) 
V V v 
Für so lange Wellen, da (v/»') neben Eïins fortbleiben kann, 
gibt dies 


La 2 9 
x = 1+—, 2 = —————, 
11) É vv' fi +) 
V 
im Grenzfall, da8 sogar /v' neben Eins vernachlässigt wird, 
11°) x — 1, 2n° — =. 


x konvergiert also gegen Eins, n steigt mit wachsendem 4 — 2zxc/v 
parabolisch an. 


3. Wie schon oben erwähnt, stimmen die aus den vorstehenden 
Formeln mit Hilfe der Beobachtungen über # und x zu berech- 
nenden Zahlen für die elektrischen Leitfähigkeiten 6 mit den 
direkt gemessenen Werten nicht überein, finden sich vielmehr zu 
klein. Zu dem theoretischen Ausdruck für 6 gelangt man, indem 
man in 1) auBer k auch 0°£/0f — O0 setzt, also (da die Wirkung 
von Polarisationselektronen zurücktreten soll) ausgeht von 


Da cNGËJôt die Stromdichte I ist, und da gilt Z — X6, so folgt 


dann 

12) 6 — Ne°]h — o/4xy', 

also bei Benutzung von 11') 

12°) 6 — vn'/2x. | 

Diese Formel ist es, die durch die Erfahrung nicht bestätigt wird. 
Nun ist aber die Vorstellung, auf welcher sie beruht, im 


Grunde doch eine unnôtig und unwahrscheinlich spezielle. Die 
Annahme nur einer Art von Leïtungselektronen, wie sie oben be- 
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nutzt ist, enthält nämlich nicht nur die Vorstellung einer einzigen 
Art bewegter Teilchen, sondern auch die weitere, daB diese Teilchen 
sämtlich derselben dämpfenden Kraft unterliegen. Obgleich man 
sich nun von dem Zustandekommen dieser Kraft gegenwärtig kaum 
eine rechte Vorstellung zu bilden vermag, so ist es doch gewif 
eine sehr spezielle Annahme, dieselbe für Elektronen, die zeit- 
weïlig einem ponderabeln Atom sehr nahe sind, ebenso grof an- 
zunehmen, wie für solche, die sich zeitweilig von allen Atomen 
merklich entfernt befinden. Beschränkt man sich auf die einfachste 
Annahme, da8 die Leitungselektronen in zwei Gruppen zerfallen, 
deren eine einer grôferen, deren andere nur einer fast unmerk- 
lichen Dämpfung unterliegt, so läBt dieselbe den oben signalisierten 
Widerspruch sofort verschwinden. 

Charakterisiert man die Elektronen mit der kleinen Dämpfung 
durch den Index 0, dann tritt jetzt an Stelle von 9) die Formel 


je ape ere Hbc 1d 
1) TANT (v— iv)  v(v—iv,) ? 
welche liefert 


ny Lot pm bastlnoŸ din antal sucuio QUe jrrit0et 
13") n (1 #°) 2° +" +? 2n # CD ETC ED 
Berechnet man unter derselben Annahme die Leitfähigkeit 56, so 
erhält man 
1 0 


4x 
Da die Anzahl der Parameter jetzt vier ist, statt früher zwei, 
dieselben auch in 13) und 14) in verschiedenen Kombinationen auf- 
treten, so ist von vornherein wahrscheinlich, daB ein Widerspruch 
der oben signalisierten Art jetzt im allgemeinen nicht mehr auf- 
treten wird. Man kann dies leicht durch Verfolgung einer spezi- 
ellen Verfügung deutlicher machen. 


Es môge v” klein neben »”, grof neben v}” sein, dann folgt 
aus 13’) 


1 
15) n'(1— x) — , ee + Go. 


Sind e und e, kommensurabel, (obwohl etwa o,< 9), so ergibt dies 


15/) n'(l—x) = —-e Qn°x — .. 
also 

dois! AAUETT 
5) HETIsOR AE b 
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wofür die Annäherung 
29, 


16") Cr de 


geschrieben werden mag; sie liefert dann 


2 


Q 
LA 
17) ere à 
Dieselbe Annäherung ergibt aus 14) 
; " o de n° 0," 
Le) PA Any |  xov, 


Diese Beziehung stellt offenbar keinen Widerspruch mit der Beob- 
achtung dar, kann nämlich sehr wohl einen grüBeren Wert 6 
liefern, als Formel 13/). 

Immerhin wird es müglich sein, daf bei Frequenzen », die 
näher an »’ als an »! liegen, die aus der Annahme nur einer 
* Art von Leitungselektronen folgenden Formeln 11) oder sogar 11!) 
der Erfahrung leidlich entsprechen, wie das Fôrsterling und 
Freedericksz für die von ihnen untersuchten Metalle bei 1lu<1<5u 
gefunden haben. Wir wollen weiterhin, wo es sich um die Ver- 
wertung von Beobachtungen über ein verwandtes Spektralbereich 
handelt, die obendrein keine beträchtliche Genauigkeit besitzen, 
gleichfalls jene einfachste Annahme zu Grunde legen. 

4. Nachdem die Theorie der Zeeman-Effekte weitgehend durch 
Einfübrung einer direkten Einwirkung des Magnetfeldes auf die 
Elektronen nach dem von Lorentz gegebenen Gesetz (oder einer 
Erweiterung desselben) hat gewonnen werden kônnen, wird man 
jedenfalls versuchen, auch die magnetooptischen Eigenschaften der 
ferromagnetischen Metalle auf Grund derselben Annahmen zu ent- 
wickeln. Und gerade für die Leitungselektronen, bei denen man 
an komplizierende Koppelungswirkungen kaum denken kann, er- 
scheint die Anwendung der einfachsten Lorentzschen Vorstellungen 
naturgemäB. Allerdings hat Drude'), um die beobachtete Pro- 
portionalität des Faraday-Effektes mit dem magnetischen Moment 
bei jenen Kôrpern zu erklären, eine andere Annahme verfolgt 
(von ihm als ,Theorie der Molekularstrôome“ bezeichnet), aber 
einmal scheint diese Annahme an sich nicht besonders gut be- 
gründet, sodann aber will und kann sie die Vorstellung der Be- 
teiligung der Leitungselektronen offenbar nicht beseitigen und er- 
setzen, sondern sie nur ergänzen. Wenn also, wie sich zeigen 


1) So z. B..P. Drude, Optik, p. 407, Leipzig 1912. 
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wird, die Beobachtungen den SchluB nahe legen, daf im Ultraroten 
die Leïtungselektronen den überwiegenden Teil der magneto- 
optischen Erscheinungen bedingen, so braucht auf die Drudesche 
. Hypothese für die Theorie jenes Spektralgebietes hier garnicht 
eingegangen zu werden. 

Die Lorentzsche Hypothese kommt darauf hinaus, daB aus 
dem Ausdruck 8) für den komplexen Brechungsindex n auBerhalb 
des Magnetfeldes die Werte n+ für die beiden + rotierenden 
Wellen, welche sich parallel dem Magnetfeld fortpflanzen, dadurch 
gewonnen werden, daf man zu den in den Nennern von $ und %, 
auftretenden »° ein Glied von der Form +ys, fügt, wobei 


18) 8, — —eH,/me 
ist, und 4, die Feldstärke bedeutet, welche auf ein Elektron von 
der Gattung » wirkt. Bei den ferromagnetischen Metallen muf 
dabei nach der Erfahrung H, von dem äuBeren Feld H, ver- 
schieden sein, insbesondere nicht mit ihm, sondern mit dem mag- 
netischen Moment oder der Magnetisierung proportional zunehmen. 
Es ist hierauf unten zurückzukommen. 

Nach dem Gesagten entsteht im Felde aus %$, ein $!, in aus- 
reichender Annäherung gegeben durch 
ES AUS Ne À rm de oo à 


3 — v° + ivy,, 


ebenso aus $ ein %', gegeben durch 


20) PROCEDE): 


v — iv!) 


dabei sind Q, und © neue Bezeichnungen. 
Beschränkt man sich auf die in der Feldwirkung lineëären 
Glieder, so ergibt sich aus 4) bei (BP) = $, + 


21) n,-1=#(+0)+8(1+0)+58B(1F0 +0). 


Läft man wieder links Eins neben n° fort und setzt in das erste 
Glied rechts den Wert %$ aus 8) ein, so ergibt sich 


2) =r"ftro)+k@-0i+48), 
was wir mit | 
23) ne = BRL +4) 


kombinieren. 
In diesen beiden Formeln repräsentiert das in $, multiplizierte 
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Glied rechts die Abweichung vom idealen Zustand. Es ist wesent- 
lich für das Folgende, zu zeigen, daf der Einfluf dieser Abweïichung 
in der ersten Formel geringer ist, als in der zweiten. Da die 
betrachtete Frequenz in der Lichtwelle klein gegen alle Eigen- 
frequenzen », gedacht ist, so ist nicht nur $, klein gegen $, sondern 
auch ©, klein gegen ©. Ferner hat nach 23) $ dieselbe Grôfen- 
ordnung, wie n°, d. h., [$]| ist eine relativ beträchtliche Zahl 
(z. B. 30), während ©, (1+ 4%) als von der Ordnung von © gelten 
kann. Bezeichnet also © die Gleichheit der GrôBenordnung, so 
kann man aus 22) und 23) folgern 


Ge (+ D) OP, (n° — PF + EP, 


und da |n|* beträchlich grôBer ist als 3, so ist der Einfluf der 
Eigenschwingungen auf die erste Funktion links geringer als auf 
die zweiïte. 

Diese Überlegungen sind deswegen nicht unwichtig, weil sie 
* erkennen lassen, daB in einem Spektralgebiet, wo n° noch nicht 
besonders genau durch $ allein dargestellt wird, n°}, bereits ziemlich 
befriedigend mit dem Ausdruck n°(1 + ©) übereinstimmen kann, 
und da in solchen Bereichen also Folgerungen aus der letzteren 
Tatsache gezogen werden dürfen. 

5. Ich habe s. Z. der Theorie der Kerr-Effekte die Bodo 


n+ ul *4+(Q) 


zum Grunde gelegt!), in der die Bestimmung von (Q) als Funktion 
von v zwar angedeutet, aber da damals entsprechende Beobacht- 
ungen nicht vorlagen, nicht ausgeführt worden war. Im Vor- 
stehenden ist nun gezeigt, daB für ein Metall und für eine Frequenz 
v, welche zusammen eine genügende Annäherung an den Ideai- 
zustand geben, (Q) durch den oben mit © bezeichneten Wert ge- 
geben wird, somit geschrieben werden kann 

24) nm, = (+0), 9 — re 


Setzt man, wie ich früher für (Q) getan habe, 


dann ergibt sich 
25 — EME ” t = — 
) Q pr 44 


1) W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik, p. 296, Leipzig 1908. Dort ist 
Q für (Q) geschrieben. 
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Für ein Metall und eine Frequenz, welche die Anwendung der 
Beziehung 24) gestatten, müfte sonach mit abnehmendem » sich Q 
einer Konstante nähern, während q dem Wert — 90° zustrebt. Es 
ist nun die Frage, in wie weit die ferromagnetischen Metalle in 
dem von Ingersoll bearbeiteten Bereich wirklich ein solches Ver- 
halten zeigen. 

Snow!) hat aus den Ingersollschen Beobachtungen für Stahl 
und Nickel den Verlauf von Q und g abgeleitet. Ich stelle hier 
zunächst die von ihm erhaltenen Zahlen für Stahl mit den ander- 
weit?) von Ingersoll mitgeteilten Messungen über # und x zu- 
sammen. 


Stahl. 
QE 0 Bai 0e 0ÿ8l dote Lt LEA 2106 
nid 9 a BH B No 1o. HAT 8 rte 
REA ANT 4 RE Ne UE 2 
Q— 0,032 0,041 0,086 0,055 0,061 0,060 
qg = +2,59 —15,09 —27,0° — 40,7 —56,5 — 72,0°. 


Diese Tabelle zeigt, daB bei Stahl Q und g sich recht nahe dem 
durch 25) charakterisierten Verlauf bei einem idealen Metall an- 
schliefen. # und x tun dies in viel geringerem Grade; ersteres 
steigt zwar etwa so an, x liegt etwas oberhalb Eins, wie 11) ver- 
langt, aber x zeigt noch keine Tendenz, der Eïins zuzustreben. 
Trotzdem künnen wir nach dem $. 201 Bemerkten aus dem Ver- 
halten von Q und qg gewisse qualitative Schlüsse ziehen. 

Die analoge Zusammenstellung für Nickel lautet folgender- 
mafen. 


Nickel. 
À = .,0059 1004 1,24 212 w 
ni = AT 2,9 38 
x == \ WLEGPIPERS 21 2,3 
Q—  0,0081 0,0120  0,0167  0,0320 


q — 28,09 —52,7° —109° —175°. 


Nickel verhält sich hiernach bezüglich des Verlaufes von Q und gq 
in auffallender Weise von Stahl und von einem idealen Metall 
abweichend; sein Verhalten wird also in dem beobachteten Bereich 
noch wesentlich durch gebundene Elektronen/ bedingt. Hiermit 
stimmt überein, da auch die von Ingersoll*) durchgeführten Beob- 


1) Ch. Snow, Phys. Rev. (2) 2, p. 29, 1913. 
2) L. R. Ingersoll, Astrophys. Journ. 32, p. 265, 1910. 
3) L. R. Ingersoll, Phil. Mag. (6) 11, p. 41, 1906. 
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achtungen über den Kerr-Effekt bei normalem Einfall auf einen 
normal magnetisierten Spiegel bei Nickel einen ganz andern Verlauf 
aufweisen, als für Stahl. 

Die Ingersollschen Beobachtungen über den äquatorialen Effekt 
an Kobalt hat Snow nicht der Berechnung unterzogen — vielleicht 
weil sie weniger genau zu sein schienen. Ich habe die Berechnung 
für die drei grôfiten benutzten Wellenlängen durchgeführt!) und 
bin zu den nachstehenden Zahlen gekommen: 


DENTS 1,75 215 u 
nm — 4,50 5,53 5,68 
Le 1,23 1,25 
OPEN OA TO 00 (ad 
PC Aa Et 5 NET 


Wenn auch diese Werte wenig genau sein môgen, so ist die An- 
näherung an den Verlauf für ein ideales Metall durch sie doch 
- unzweïfelhaft ausgedrückt. Es tritt also wie bei Stahl, 
so auch bei Kobalt in der Umgebung von 4 = 2,1uu 
die Wirkung der gebundenen Elektronen beträcht- 
lich hinter diejenige der freien zurück. 


6. Nachdem dies erwiesen ist, kann man aus den für Stahl 
und Kobalt erhaltenen Zahlwerten von Q und gq einige interessante 


Folgerungen ziehen. Der Ausdruck 24) für Q — Qe ‘7 ist abge- 
leitet aus der Annahme, daB die magnetischen Effekte bei einem 
idealen Metall einfach auf der Einwirkung der Lorentz-Kraft auf 
die Leitungselektronen beruhten. Nachdem Q und qg bestimmt 
sind, kann man aus ihnen nach 25) einerseits den Dämpfungspara- 
meter »' für die freien Elektronen berechnen, andererseits die 
Feldstärke H, der sie im Innern des ferromagnetischen Metalles 
unterliegen. Allerdings ist in bezug darauf gemäf S. 198 daran 
zu erinnern, daBMdie Formeln 24) unter der jedenfalls zu speziellen 
Annahme nur einer Gattung freier Elektronen abgeleitet worden 
ist. In Wahrheït werden die Verhältnisse komplizierter liegen, 
und die Berechnung kann nicht mehr liefern, als die GrôBen- 
ordnung mittlerer Werte für H und ». 
Die maBgebenden Formeln 18) und 25) ergeben 


L 


v s e 
26) tm @ = -, cos, FR pe 


Hierin ist e/me — 1,77. 10°; für » ergibt sich, zu 4 — 2,10 uu 


1) W. Voigt, Versl. Ac. Amst. 24, p. 149, 1915, 


204 W. Voigt, 


gehürig, der Wert » — 9.10“. Für g kann bei Stahl und Kobalt 
— 72° angenommen werden, daraus würde dann für beide Metalle 
übereinstimmend v' rund — 27 . 10" folgen. Das ist eine relativ 
sehr starke Dämpfung, die, an einem gebundenen Elektron von 
mittlerer Eigenfrequenz wirkend, einen ungemein breiten Absorp- 
tionsstreifen im Spektrum hervorrufen würde. Bei den D-Linien 
des Na-Spektrums geben die neuesten Bestimmungen Werte y! von 
der GrüBenordnung 10". 

In die Formeln 10) resp. 11) eingesetzt würde v/v' — 1/3 für 
x etwa 1,38 liefern. Die direkten Beobachtungen an Stahl und 
Kobalt haben nach den Tabellen auf S. 202 und 203 die Werte 1,7 und 
1,25 gegeben. Nach dem, was auf S. 199 über die Genauigkeit gesagt 
ist, mit der n, d. h. also n und x, durch die Annahme des idealen 
Zustandes und die Heranziehung nur einer Art von Leïtungs- 
elektronen dargestellt wird, ist hierin ein Bedenken erregender 
Widerspruch nicht zu finden. 

Q hat sich aus den Beobachtungen positiv gefanden, und dies 
ergibt nach 25") oder 26) das gleiche Vorzeichen für —eH. Da für 
Leiïitungselektronen die Beziehung e < 0 durchaus unbestritten ist, 
(während manche Autoren für das Vorkommen auch positiver 
Polarisationselektronen eintreten), so ergibt sich H=0, d.h. das 
innere Magnetfeld dem äuferen gleich gerichtet. 

Benutzt man für Stahl den Wert Q — 0,060, für Kobalt 
0,045, so ergibt sich für Æ im ersten Falle rund 10°, im zweiïiten 
also 0,75.107. Die äuBeren Magnetfelder, mit denen Ingersoll 
operierte, waren resp. 2,5 . 10* und 1,4. 10*. 

7. Die Verfolgung der Annahme einer direkten Wirkung 
einer Lorentz-Kraft auf die Leitungselektronen führt also auf die 
Vorstellung, dafi die Leitungselektronen innerhalb eines dem 
äuferen Felde ausgesetzten ferromagnetischen Metalles im Mittel 
Feldstärken unterliegen, welche die äuBeren um das 400 bis 500 
fache übertreffen. So wenig man auch den einzelnen Zahlenwerten 
Gewicht beilegen mag, so scheint doch nach dem Gange der obigen 
Entwicklung etwas Âhnliches in der Wirklichkeit notwendig 
stattfinden zu müssen. Die Tatsache der enormen inneren Felder 
ist mit einer Theorie der Magnetisierung, welche das Metall als 
Kontinuum behandelt, ganz unvereinbar; ein magnetisiertes Konti- 
nuum würde für innere Punkte umgekehrt eine Schirmwirkung 
gegen das äufere Feld herstellen. Die starken inneren Felder 
weisen also auf eine molekulare Struktur hin, genauer auf die 
geläufige Vorstellung, da in den ferromagnetischen Metallen 
äuferst starke Elementarmagnete existieren, die,im unerregten 


das Dispersionsgesetz der magnetoopt, Effekte im Ultraroten bei Eisen u. Kobalt. 205 


Zustande ungeordnet sind und sich durch das äuBere Feld einander 
mehr oder weniger parallel richten. Die Erfahrung über die 
magnetooptischen Effekte würde dabei verlangen, daf die infolge 
der teilweisen Gleichrichtung entstehenden inneren Magnetfelder 
Gesamtkomponenten nach der Richtung des äuferen Feldes haben, 
die im Mittel dem herrschenden magnetischen Moment propor- 
tional sind. Dies ist in der Tat sehr wohl vorstellbar. 

Man übersieht leicht, daB Elektronensysteme von der Art des 
unlängst durch Debye') mit so grofem Erfolge bearbeiteten 
Modelles für das Wasserstoffmolekül Magnetfelder liefern, die in 
molekularen Distanzen jene oben berechneten Grôfenordnungen in 
der Tat erreichen kônnen. Als Beispiel sei ein System betrachtet, 
bei dem sechs positive Elementarladungen zu je drei an zwei 
schwere Massen #», und », gebunden sind, und ein Ring von sechs 
negativen (Elektronen) die Verbindungslinie als Achse umkreist, 
derart, daB ein jedes Elektron ein , Energiequantum“ besitzt. Das 
von diesem System ausgesandte Magnetfeld besitzt im Mittelpunkt 
des Ringes den Wert von rund 5.10’, auf der Achse in einem 
Abstand vom Mittelpunkt gleich dem Ring durchmessen den Wert 
von rund 0,6 .107. Das sind die obigen Grôfenordnungen. 

Andere Beziehungen verknüpfen das erhaltene Resultat mit 
der P. Weïfischen Theorie des Ferromagnetismus, die, wie bekannt, 
eine Ausgestaltung der Langevinschen Theorie des Paramagnetismus 
durch Einführung der Annnahme starker innerhalb der Magnetika 
herrschenden Felder darstellt?). Wei operiert mit dem Wert 
H,, dieses Feldes an der Stelle eines Moleküles der ferromagne- 
tischen Substanz und setzt dasselbe direkt der Intensität der 
Magnetisierung proportional, was genau der oben eingeführten 
Vorstellung entspricht. Er schreibt 


27) He NN), 


wobei J die Stftke der Magnetisierung oder des magnetischen 
Momentes bezeichnet, N die Proportionalitätskonstante ist. Ist 
der Faktor N bekannt, so kann man mit Hilfe dieser Formel aus 
dem gegebenen Moment J die Stärke des ihm entsprechenden 
Feldes berechnen. 

Zur Bestimmung von N benutzt Weif die sogenannte Curie- 
sche (absolute) Temperatur @, bei welcher der Ferromagnetismus 
verschwindet, und die Curiesche Konstante C, welche den Kürper 


1) P. Debye, Münch. Sitzungsber. 1915, p. 1. 
2) $S. z. B. P. Weif, Phys. Zeiïtschr. 12, 935, 1911. Zu dieser Vergleichung 
erhielt ich die Anregung von Herrn Born. 
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charakterisiert, wenn er durch Überschreiten der Temperatur @ 
paramagnetisch geworden ist. Er gibt die Beziehung 


28) O = CND 
und bestimmt C durch den Ausdruck 

, _ CD 
29) FRS 


für das magnetische Moment J' der paramagnetisch gewordenen 
Substanz von der Dichte D bei dem äuBeren Feld H! und der 
Temperatur 7. 


Für Eisen ist @ — 1026, C — 0,0395, D — 7,8 also N — 3350 
» Kobalt = 1910 C'="00192) D'=67y", N=0iR 


Ingersoll schätzt die bei seinen oben benutzten Beobachtungen 
erreichte Magnetisierung J bei Stahl auf etwa 1500, bei Kobalt 
auf etwa 1000; hieraus würde sich für Æ, resp. 0,5.10° und 
0,8 . 10° ergeben. Natürlich sind diese Zahlen ganz rohe, aber die 
GrôBenordnung kann als sicher gelten, und sie stimmt wiederum 
mit den oben aus magnetooptischen Bestimmungen gefolgerten 
überein. So weit man der Weïfischen Theorie Vertrauen schenkt, 
wird man in dieser Übereinstimmung auch eine Bestätigung der 
im Vorstehenden entwickelten Schlüsse sehen müssen. 


8. Betrachtet man die dauernde Existenz der hohen magne- 
tischen Felder innerhalb der ferromagnetischen Metalle als fest- 
gestellt, so hat die Theorie der gewüôhnlichen, wie auch der 
Magneto-Optik mit denselben zu rechnen. Es wären demgemäf 
für die Leitungselektronen bei beiden Problemen Gleichungen von 
der Form 
O’E 


ÔË ôn (Is 
n EYE 


Ex 
80) ME + tr Sn Se = e[X + Sel M), … 


als Ausgangspunkt zu wählen, wobei r,, r,, », die Komponenten 
des Vektors r — —eH/c sind, und es wären unendlich viele Arten 
von Leitungselektronen vorhanden zu denken, für welche je der 
Vektor r eine andere Lage, vielleicht auch eine andere Grüfe 
hätte, da die oben bestimmten Werte des inneren Feldes nur 
Mittelwerte sein kônnen. Im unmagnetischen Zustand wären die 
r regellos, im magnetischen überwiegend nach einer Richtung 
orientiert zu denken; im Sättigungszustand, wären alle r einander 
parallel anzunehmen. Wir wollen weiterhin der Einfachheït halber 
nur einen Zahlwert r voraussetzen. 


|: Li 
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Beschränken wir uns auf den Fall eines idealen Metalles und 
setzen wieder periodische Schwingungen mit der Frequenz » voraus, 
so kônnen wir 30) schreiben 


81) PEétitr,n-r,8 = — X,... wobei p, — ih — mr. 


Hieraus folot 
92) vép (nr). = e[X(m—r) —Y(ipr, rer) + ZT, = 17)h 
u. s. f., also auch 


€? 


33) Deë — UE) LAURE) TS GT rar.) 
ZX (mr,-rr,)l 


u.s.f. Dabei sind die Summen Y über alle Leitungselektronen, 
also über alle Richtungen r zu erstrecken. 
Im unmagnetischen Zustand ist 


34) =D Dies = Nr; 


sämtliche andere Summen verschwinden. Hier gilt also 


w RU mel 
und somit 
AnNe (pi — Lr°) AxNe° [1 1 1 
a vi = SEEN — 45e | 
î ï vP (PS — r*) 3v Ps Det Por 


Von diesen Gliedern drückt das zweite einen Absorptionsstreifen 
aus, der auf einer durch das innere Feld bewirkten Eigenfrequenz », 
beruht, und dessen Lage durch wmv, — r — —eH]c bestimmt ist. 
Benutzt man die ,oben abgeleitete GrôBenordnung 10° des inneren 
Feldes, so ergibt sich », — 1,8 .10'*, also gleich 1/5 der Frequenz 
v, auf die sich die äuBersten Beobachtungen Ingersolls beziehen. 
Die », entsprechende Wellenlänge 4, würde somit 10 w sein. 
Innerhalb der oben benutzten Genauigkeïtsgrenze kann man aber 
hiernach r* neben y», vernachlässigen und kommt auf diese Weise 
zu den alten Formeln zurück. 

Wirkt ein äuferes Magnetfeld parallel der Z-Achse, so ordnen 
sich die Vektoren r rings um diese Richtung gleichfôrmig, d. h. 
Des Dry Da Ty) Dates DY'y"s Verschwinden. Gleichzeitig werden 
Dr: — >r, kleiner, wird ÿr, grüber als & 57°. Hier gilt dann 
bei erneuter Vernachlässigung von 7° neben ?} 
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Ne? 
VD 
wobei 7, den Mittelwert von r, für alle Elektronen bezeichnet; 
diese Formeln ergeben 


Ne 2 2 
87) Dern) Zen (TR + Xi) 


: 4rNe? 
nt ol GET) 


leiten also zu den in $ 4 für ein ideales Metall entwickelten hin. 
Im Falle der Sättigung ist 7, — r. Hieraus ergibt sich, daf die 
Berücksichtigung der molekularen Felder die früher gewonnenen 
Resultate nicht merklich modifiziert. 


Resultat. 


Aus den Beobachtungen von Ingersoll über den äquatorialen 
Kerr-Effekt kann man schliefien, daB bei Stahl und Kobalt das 
magnetooptische Verhalten im Bereiche der Wellenlängen von 
etwa 2u überwiegend durch die Leitungselektronen bedingt 
ist. Denkt man diese letzteren der Lorentz-Kraft unterworfen, 
so geben die Beobachtungen für das auf sie wirkende innere 
Magnetfeld eine GrüBe von der Ordnung 10°, während das äufere 
benutzte Feld von der Ordnung 2,5 resp. 1,4.10* war. Dies hohe 
innere Feld führt erneut auf die Vorstellung, daf in den ferro- 
magnetischen Metallen Moleküle oder Molekülkomplexe mit sehr 
starken magnetischen Polaritäten vorhanden sind, die durch das 
äuBere Feld die Tendenz zur Parallelrichtung erhalten. Die Grüben- 
ordnung der aus dieser Vorstellung von Wei geschlossenen inneren 
Felder stimmt mit der aus magnetooptischen Wirkungen oben ab- 
geleiteten überein. 


Güttingen, im Juni 1915. 


Über die Anzahl der Gitterpunkte 
in gewissen Bereichen. 


Von 
Edmund Landau in Güttingen. 
(Zweite Abhandlung.) 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Juli 1915. 


Finleitung. 


Unter obigem Titel ist dieser Gesellschaft im Jahre 1912 
(Nachrichten, S. 687—771) eine erste Abhandlung vorgelegt worden. 
In dieser hatte ich alle neuen Ergebnisse als Spezialfälle eines 
vorangestellten Hauptsatzes abgeleitet. Neuerdings habe ich einer- 
seits die Endergebnisse einiger dieser Spezialfälle verschärft !), 
andererseits die bisher wesentliche Voraussetzung der Rationalität 
gewisser Parameter in Spezialfällen weglassen kônnen?). Es er- 
scheint zur Abkürzung weiterer Untersuchungen wünschenswert, 


1) Bei den Ellipsoidproblemen meiner damaligen $$ 15—16 in den beiden 
Arbeiten Zur analytischen Zahlentheorie der definiten quadratischen Formen 
(Über die Gitterpunkte im einem mehrdimensionalen Ellipsoid) [Sitzungsberichte 
der Kôniglich PreuBischen Akademie der Wissenschaften, Berlin, Jahrgang 1915, 
S.458—476] und Über eine Aufyabe aus .der Theorie der quadratischen Formen 
[Sitzungsberichte der Kaiïserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, mathe- 
mathisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXXIV (1915), Abt. Ila]. Und bei 
den Teilerproblemen meiner damaligen $$ 7—8 in der Arbeit Über Dirichlets 
Teilerproblem [Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der Kônig- 
lich Bayerischen Akademie der Wissenschaften, Jahrgang 1915, S. 317—328]. 
Es handelt sich bei jener Verschärfung durchweg um den Ersatz von æx® (bei 
jedem 5 == 0) durch 1 oder durch eine feste positive Potenz von logæ im Rest- 
glied. 4 

2) Bei den Ellipsoidproblemen. 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 2. 14 
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den damaligen Hauptsatz durch einen nach beiden Richtungen 
allgemeineren neuen Hauptsatz zu ersetzen !). 

Ich werde im $ 1 des folgenden den neuen Satz nennen und 
alsbald zeigen, daB er den alten Hauptsatz enthält. Im $ 2 werde 
ich vorbereitende Hilfssätze entwickeln und im $ 3 den neuen 
Hauptsatz beweisen. Im $ 4 werde ich zeigen, daB er die Ergeb- 
nisse meiner oben genannten drei neueren Arbeiten, soweit sie 
sich auf die Abschätzungen mit O-Glied beziehen, enthält. Im 
$ 5 werde ich im Anschluf an meine alten $$ 10—11, aber unter 
allgemeineren Voraussetzungen (Gewichte, irrationale Parameter) 
und mit verschärftem Ergebnis das Problem der Teiler in Rest- 
klassen behandeln; dabei werde ich u. a. durch Spezialisierung des 
neuen Hauptsatzes ein Ergebnis aus einer anderen älteren Arbeïit ?) 
von mir (2. Dimension, ohne Gewichte, rationale Parameter) auf 
neuem, kürzerem Wege wiedererreichen. 


8 1. 
Formulierung des Hauptsatzes. 


Es sei eine Folge komplexer Zahlen 
(1) COLE CE UNE Ne 


und eine Folge monoton ins Unendliche wachsender positiver Zahlen 
gegeben : 


(2) 0<i << eur Lee. 


Die Behauptung handelt von der Funktion 
BG) = ZE c, 


(NET 
bei wachsendem x. 
Es sei müglich, den Folgen (1), (2) zuzuordnen : 
Ein B=—0; 
ein ganzes uZ1; 
reelle «;, ...,@,; | 


1) Die unerheblichen Verallgemeinerungen, auf die ich am Ende der Ein- 
leitung meiner alten Arbeit anspielte, gingen nicht nach diesen zwei Richtungen. 

2) Die Bedeutung der Pfeiffer’schen Methode für die analytische Zahlen- 
theorie [Sitzungsberichte der kaiserlichen Akademie der Wissenschaften in Wien, 
mathematisch-naturwissenschaftliche Klasse, Bd. CXXI (1912), Abt. ILa, S. 2195 
—2332], Teil 4 (S. 2283—2298). | 
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positive B,,..., 8; 

ein ganses v = |; 

réelle y, =... P,: 

positive Ô,,...,Ô,; 

komplexe e,,...,e,,...ad 1nf.; 

positive, monoton ins Unendliche wachsende 1, 


0<1,<1,<...<1,<...,1, —o; 
derart, daff zunächst folgende sieben Voraussetzungen erfüllt sind. 
D) Die Keihe 
OO , 
(3) E 26) 


UN) 
ist für 6—fB absolut konvergent, stellt also ebenda eine reguläre 
Funktion dar. 


II) Die durch die Reihe (3) definierte l'unktion Z(s) ist in der 
ganzen ÆEbene meromorph und besitzt in jedem festen Streifen 
6, <=6<6,, w0 6, 6, ist, nur endlich viele Pole. 


ID) Die Reihe 
(ee) 
() > eh, 
n=1 
ist für 6 < 0 absolut konvergent. 


IV) Es ist für 6 <0 
CA 
) T(a,+ 8,5) SE: T'(«,+B,5) Z(s) Ft T(y,— 0,5). Er 2,5) Zn s = 


V) Wenn zur Abkürzung die eo ipso positive Zahl 


: H 
(6) B+e+h = à 
gesetzt wird, so ist auch 

H 
(7) BP ES 


1) Nach (5) hat Z(s) in der Halbebene 6 0 keine anderen singulären 


Stellen als hôchstens Pole in den reellen Punkten DER, ATOS wo 
1 


12 
m0 und ganz ist; von diesen Punkten liegen nur endlich viele in der Halb- 
ebene 6<0. Die Voraussetzung II) besagt also jetzt nicht mehr, als daB Z(s) 
im Streifen 0=6<$ bis auf endlich viele Pole regulär ist. Denn hieraus folgt 
eben nach IV), daB Z(s) in der Ebene überhaupt nur endlich viele Pole besitzt 
und sonst regulär ist. 


14* 
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VI) Wenn zur Abküreung 


(8) ÿ1 CHAN Yy Vu) 
gesetet wird, ist 

[e ns 

(9) 17 5: 


VII) Es gibt zu jedem festen Streifen 6, =6 Zoo, eine Kon- 
stante y = y(6,,6,), so dal für 6, Z6<6, und wachsendes posi- 
lives t, sowie absolut wachsendes negatives t 


(9 Z(s) = Ole?!) 


asf. 

Die Behauptung des Haupisatses tritt in zwei Fassungen auf; 
die erste, nachher mit (15) bezeichnete, schwächere (mit x£) wird sich 
ergeben, wenn aufer I) bis VIT) noch eine weitere Voraussetzung VIII") 
oder VIII") gemacht wird); die zweite, nachher mit (16) bezeichnete, 
schärfere (mit einer Logarithmuspotenz) wird sich ergeben, wenn aufler 
JT) bis VIT) noch die zwei weiteren Voraussetzungen VIII") und IX) 
gemacht werden. 

Nämlich 


VII) Die Funktion 


CO 
Cr 
> ee — Z,(s) 
LUE CE 
oder auch nur irgend eine Funktion 
en à 
(11) >» T = Z(s) 
n=1 
mt 
Z [c,| (n = À, 2, ant) 


erfülle die obigen sicben Voraussetzungen und zwar mit demselben*?) B 
und demselben n; die Parameten {nie er. TRIER 
Pis eos Dipeoeÿ sous À...) dürfen andere Wertethaben. 

Diese Annahme VIIT) = im Falle 6, 0 ms 11,2, ad) 
von selbst erfüllt. 


1) Übrigens wird sich später zeigen, da8 VIII”) in VIIL’) enthalten ist; doch 
ist für die Anwendungen VIIl') bequem, während VIIL”) sebr schwerfällig ist, für 
keinen meiner Spezialfälle herangezogen und nur aufgeschrieben wird, um sagen 
zu kônnen, daB der alte Hauptsatz vom Jahre 1912 im neuen steckt. 

2) Im Falle d, — |c,| kann sicher dasselbe $ gewählt werden. 
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ken 
NII") Für 2 = x 20 und o mie ist bei jedem & = Ù 
2n — à 
p te 
(12) S ll = al Fo ]. 


al, <x+ez 
IX) Es gibt ein AZO derart, dafl 


el A5 — O(xf logix 
1, Z . | (x° log” x) 
und, wenn e}, À! die bei Z,(s) den e,, 1, entsprechenden Zahlen sind, 
D lea RAS 
1 x 
ist ?). 
Ich setze zur Abkürzung 
27 —1 
(3) es 


so dafj wegen B—0 und (9) 


14) 


x > 0 


ist. Ferner bezeichne R(x) für x 0 die Summe der Residuen der 
Funktion 


1) Unter den Voraussetzungen des alten Hauptsatzes sind offenbar, wenn 


B = œ+1, !, — n gesetzt und 4, statt in geschrieben wird, meine gegen- 
wärtigen Voraussetzungen I) bis VII) und VIII”) erfüllt. Dies ist bei I) bis VII) 
offenkundig und bei VIIL’) deswegen wahr, weil aus der damaligen Annahme 


Da 
wegen 1 — ee = 1— 28 ni des damaligen 1Ze+;) 
sofort 
26 8 2n —1 Le 
2 open (papas nee a 2n +1 à 
LR X+E0Z 


d. h. (12) folgt. 
2) Zur Orientierung bemerke ich gleich, daB für jedes s — 0 aus der Kon- 
(o'e) 
vergenz von D [e,l4, * folgt: 
n =1 


CO 
8 — APR RE EE AE 0 GET 
Z en , 2, 1% <a 2, lnlts QT Se) 


und das entsprechende mit e;!, 4}! 


214 Edmund Landau, 


Z 
(L 4) 4$ (s) 
E 
für die Pole von Z(s) im Streifen x =6Z=$B. Wenn s, ein Pol 
q ter Ordnung von Z(s) in diesem Streifen ist, hat das Residuum in 
S, wegen : 


ape pee LÉ he - log" x : | 
Z = (1466 s)logæ+...+(s—s) G-DI: 8, 
Z(s) _ __4, 


offenbar die Gestalt 


R(x) = 2°(B,., log 'x+...+ Blog x + B)). 


qg—1 


Erste Behauptung (unter den Annahmen I) bis VII), sowie 
VII’) oder VIIL”)): Für jedes 8 0 ist 


(15) B(x) = R(x)+0(x* T°), 


Zweite Behauptung (unter den Annahmen 1) bis VIT), sowie 
VIII) wnd IX)): Es bezeichne P die Ordnung des Poles s — B 
von Z(s); eventuell sei P — 0, wenn dies eine regulüre Stelle ist *). 
Es werde 9 — Max. (4, P—1) gesetzt. Dann ist 


(16) B(x) — R(&) + 0(x* log” x). 


1) Es ist mit obiger Definition von P gleichbedeutend, wenn ich P als 
Maximalordnung aller etwa auf der Geraden 6 — f gelegenen Pole von Z(s) und 
Zo(s) erkläre. Denn, wenn ein ganzes PO so beschaffen ist, daB bei zu 0 
abnehmendem à 


ee d 1 
D fe 
2 LP se) 


ist, so ist für jedes ‘= 0 


CO 
> LE ue 
Fe l LP He se 
und 
2) 1 


À, gts = 

a rire (3) 
Übrigens ist im Falle P — O die Behauptung (16) eine unmittelbare Folge von 
(15); denn im Falle P — O ist Z,(s) für 6 — f regulär; also konvergiert nach 
einem bekannten Satz (vergl. z. B. S. 880 meines Handbuchs der Lehre von der 
Verteilung der Primzahlen) die Reïhe links in (11), also auch die links in (3) 
über 6 — $ hinaus absolut; daher ist (15) mit einem ff, d.h. x wahr, 
was (16) enthält. 
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8 2. 
Vorbereitungen zum Beweise. 


Es bezeichne (s) eine analytische Funktion, die auf der 
Geraden 6 = 6, mit etwaiger Ausnahme der Stelle s = 6, regulär 
ist; dieser Punkt sei regulär oder Pol. Es konvergiere ferner bei 


gerader Bahn 
60 + CO À 
f p(s) ds 
69 + 


JAes p (s) ds. 


69 — CO À 


und 


Dann ist das über die unendliche Gerade 6 — 6, bei Vermeidung 
der Stelle s — 6, durch einen hinreichend kleinen Halbkreis nach 
links mit ©, als Mittelpunkt erstreckte Integral 


6 + CO 
f p(s) ds 


60 -— O0? 


konvergent und nach dem Cauchyschen Satz von dem Radius 
jenes Halbkreïses unabhängig, hängt also nur von der Funktion 
und 6, ab. Es soll in der Folge durchweg kurz mit 


J p(s) ds 


60) 
bezeichnet werden 
Ferner setze ich zur Abkürzung 


T(n—8s)...T(y, —8,s) 


T(a, + B,s) ER ru To, + B,S) = G(s), 
so daB die Funktionalgleichung (5) 
(17) Z(s) —= G(s) S CO È (60) 
2, 


lautet; G(s) hat nur reelle Pole. 
Bekanntlich!) ist in jedem festen Streifen 6, <6<6, bei 
wachsendem # gleichmäfig 


1) Vergl. z. B. S. 700—702 meiner ersten Abhandlung. 
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F14 
ne ; 
To Li) oo et (14 0(T), 


HA 
——t : 

T{e—#) =) ii et (14 0(), 
wo 6— €(6) nicht von é abhängt und 7 = c(6) die zu c konjugiert- 
komplexe Zahl ist. Wenn daher H, y die in (6), (7), (8) erklärte 
Bedeutung haben und des .weiteren zur Abkürzung 
8) | d, (log d, —1)+-.:+ 0, (log à, — 1) 

+ B, (log B, — 1) + AFS +8, (log B, — 1) — A 
gesetzt wird, so ist bei wachsendem f für 6, £ 6 £ 6, gleichmäBig !) 


Tor T 8, 
au à nos —dti(logt+logè-1), rite 


G(5) = a(o) — | (140 
2 mt os PitiGogt+ logs) 


LE age Aee Aie AH (+ OT) 
(19) = a(o) Rd ol des TE: s SP UE hi) 
(19) besagt in rohester Abschätzung 
(20) GE) = OK 


gleichmäbig für 6, =6 = 6,. 
Ich setze ferner in der Folge durchweg 


OT [n] +2, 
so daB ç ganz, 
(21) 0>1+5 
und 
(22) o=2 
ist. 


Hilfssatz 1: Es sei w —0. Dann sind die o+1 Integrale 


.s+0 


w 
G(s ds — K(rw 
11 6) s(s+1)...(s+0) Ge); 
( n+1 
H 
1) a — a(c) hängt nicht von t, aber natürlich auBer von ç auch von den 
Parametern œ, fi, Y1, Où, -.. ab. Da |c(c)| von © frei und =0 ist (1 c., 


S. 702), so ist [a(o)| für a <o<6, beschränkt, was beim Übergange zu (19) 
benutzt wird. d 


de 
t 


* 


ji 
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0 +g"1 
[OT cr * - E 6) 


FE 


TROP LEE 20 


Fe 
G(s) _ ds — K,(w) 


Fr) 

: H 

. (absolut) konvergent und bei festem w, 0 für 0 <w = w, gleich- 
mäflig konvergent, so dal fir w=—O jede dieser Funktionen stetig 


und jede von der zweiten an die Ableitung der vorangehenden ist, 
” Insbesondere ist daher 


(23) K®(w) — K,(w). 
Beweis: Nach (20) ist für ganzes » des Intervalls 0=Zn<= po 
auf der Geraden 6 — le mn 
H 
n+l 
1 Lib H es) Ruts ts 

RE re à Er) 0) = 01 
wWoraus wegen 

n+1 

EXPO RES + ñn 

Le] = é 


die Behauptungen folgen. 
Hilfssatz 2: Für vw — O sind die drei Integrale 


are 
en En EI es sine 
(EE 


w°te 


He NE GT 


Lun | 
H 
1) In der Tat ist ja, wenn ein endliches Stück des Integrationsweges be- 


trachtet wird, die Integration nach s und die Differentiation nach dem Parameter 
æ gewiB vertauschbar. 
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und 
w° 
M(w) — je G()< ds 
Cr) 
H 
konvergent., Ferner ist, wenn S,(w) die Residuensumme von 


s+e 


, w 
Ge CU s(s+1)...(s+o) 


Sn 1 SE 1 
auf der Strecke or ns te AILS und S,(w) die Residuen- 


summe von 
(26) 

MORE n—$ 
auf der Strecke H =ES<- 7 bezeichnet, 
(27) E(w) = L(w) + 2xis,(w), 
(28) M(w) = L(w)+2xi8,(w). 


Beweis: Ich wende zunächst den Cauchyschen Satz auf 
den Integranden (25) und die beiden Rechtecke mit den Hori- 


zontalseiten ét — —U<0, t — T0 und die (beim Schnitt mit. 

der reellen Achse eventuell!) nach links ausgebuchteten) Vertikal- 
AE LE El ar à OR ee En | 

seiten 6 — H rechts, 6 — H bezw. 6 — H 


links an. Die Integrale über die Horizontalseiten streben für 
T— co, U—>0co gegen 0, da für on î Lo <—— ie nach (20) 
gleichmäfig 

w5te ni AA 
s(s+1)...(s+0) 


ist; das Integral über die rechte Seite hat nach Hilfssatz 1 einen 
HER nämlich K(w). Daher sind E(w), AD konvergent und (27) 
wabhr; ferner ist 


(29) L(w) = K(w)—2zis, (w), 


&(s) — 0(74) = 0) 


Msn et: 
H 


wo S,(w) die Residuensumme von (25) auf der Strecke 


1) Wenn dort ein Pol des Integranden ist. 
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_ 


bezeichnet. Da nun in jedem Pol von (25) offenbar !) 


die opte Ableitung des Residuums von (25) gleich dem Residuum 
von (26) ebenda ist, so folgt aus (29) nach (23) 


(30) LO(w) = K,(w)—2xiS,(w), 


wo S,(w) die Residuensumme von (26) auf der Strecke 


HAŸ me 
H 


se Je bedeutet. 


F Nun werde der Cauchysche Satz auf den Integranden (26) 


und das Rechteck mit den Horizontalseiten { — —U, t — T und 

den (eventuell nach links ausgebuchteten) Vertikalseiten 6 — ee ; 
LR 

= + angewendet. Der Grenzübergang T7 — ©, U— co er- 


. gibt alsdann, weil nach (20) gleichmäfig 


a A 
ASH ANT 


86% = oÙ # japon mis 


ist, nach Hilfssatz 1 die Konvergenz von M(w) und 


(31) Mu) = K,(w)—2xiS,(w), 
wo S,(w) die Residuensamme von (26) auf der Strecke 12 
<s<1ÀT is. Ans (80) und (31) folgt wegen 


5, (w) a 5; (a) es 5, (w) 
die letzte Behauptung (28). 
Hilfssatz 3: Be wachsendem w ist 


(32) 26) L-0(e ee 
und 

\ 14 
(33) M(w) — ne ë ] 


Vorbemerkung: Aus (33) folgt sofort nach (28) 


1) In der Tat ist bei Integration über einen hinreichend kleinen Kreis um 
jenen Pol 


de ws+e E A Ca ws+e à we 
M eero.cnot Jin col] 0. 
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n—+ 
(84) L®(w) = o(e ) 
denn das in (28) auftretende S,(w) hat die Grestalt 
S,(w) = ZE aw° log? w, 
L'nt 


wo in jedem Gliede 5, < ist. 


H 
Beweis: Es genügt, statt (32) 
A el unes A 
5 G(s)- = ds — ol ARE | 
(85) fl Cane F 
bei Integration auf 6 — Lie des : von #{ — 1 bis {— 00 zu be- 
weisen, und statt (33) genügt es, 
S Le 
(36) [eo PE als ] 
bei Integration auf 6 — ue von é — 1 bis é — © zu be- 
weisen. Denn aus Symmetriegründen gilt für die Integrale von 
t— —oo bis { — —1 dasselbe, und die über die Halbkreïise, sowie 


feste Strecken der Geraden erstreckten Integrale sind gewiB von 
der Gestalt der rechten Seiten von (32), (35) bezw. (33), (36), da 
für w Z 1 unterwegs 


S EE + e 
Juste] = #0 
bezw. 
TA; 
lW]<w * 
ist. 
er tes d 
Nun ist auf der Geraden 6 — 2 | bei wachsendem t{ 


ik 121 1 
s(s+1)...(s+o) à #1 (1 cie (): 
also nach (19), wenn 4 die Bedeutung (18) hat, 
ne 


+ ,. : , 
: . wste LT H & “io #7? 97 Htilogt— Ati 1) 
ETES s(s+1)...(s+0) # FRE of ) ; 


wo C, und die mit of À) bezeichnete Funktion von w frei sind. 


— 1 
Ebenso ist auf der Geraden 6 — 7? 
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ée LEE 40 k é 
8) GE =w * (or à Hits Ati, (3) 


Einerseits ist 


dt, 


foot nai < flot? 


wo die rechte Seite von w frei ist; andererseits existiert bekannt- 
lich®) eine absolute Konstante X derart, da8 für alle U = 0 und 


alle £ ZE 0 


(89) 


U Re : ; . 
f its Zuilogu+ Qui, Lr 
0 


(40) 
| 


t macht aus (40) 


ist. Die Substitution « — = 


Rs Pre ve kW? 
| H 


für alle T0, NÆ0, also 


T : io: 
—+ —Hülogt+ Ni | 2 
d e dt\<2+XK\) —. 
J Va 


Daher ist für T1, wenn nur N = logw- A eingesetzt wird, 


HN x à ae 
f EME dal 8 + x V7 
1 


womit wegen (37), (38), (39) offenbar (35) und (36) bewiesen sind. 
Hilfssatz 4: Es sei w — 1, O<v—<uw. Es bedeute À,L(w) die 
ote Differenz bei jedesmaligem Fortschreiten um v: 


AL) = L(o+ev)—(?) Le+(e— 10 ++ (IN (0) 


Behauptet wird die Existenz einer von w, v freien (nur von den Para- 
MELETR (y D, sus Bis es D; Vis eu d,, .. abhängigen) Konstanten À, 
derart, daf 


(41) |4,L(w)|<Aw À 


1) Vergl. den Hilfssatz in $ 2 meiner Besprechung von S. Wigert, Sur 
quelques fonctions arithmétiques, in den Gôüttingischen gelehrten Anzeigen, Jahr- 
gang 1915, $. 377—414. 
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und 
List, à 
(42) 4, L(w)| £ 4,00 
ist. 
Beweis: 1) Nach (32) ist für w — 1 
À Lousal Dar à +0 


IL(w)|<Aw 


also für w => 1, 0<v<w 


nr 1n—e—3 Le 
HT H 


+ 
12, Lu) < 4(t0+ 00) H “+ ($)w+(e—10) MR 7) 


Ke EE 
also im Falle TE +ez0 


AT TL: à TRE AR 
14, L(w)|< À, 2% (w + ow) = A,w 
im Falle 18 -I 49 <0 
Le Per RP 
|A, L(w)I<AX%w À 
2) Nach (34) ist für w > 1 
AA 
[L°(&)|<Aw À, 
also, wegen 
ww + v L +v Loi TV 
AL 1 de, 1 dr... 1 Lo (x)dr, 
(7) æ, To 
Li à ant à 
|4,L(u)|<wA(w+ow) = Auww Ÿ 
& 3. 


Beweis des Hauptsatzes. 


Es seien zunächst die Voraussetzungen ne bis VIT) erfüllt. 
Ich setze für æ = 0 


D(x) = [ef dr, . -[T *B(x,)dx, = 7, 2,46 


Dir (22) und der absoluten Konvergenz von (3) auf der Greraden 
— B+1, die bei Integration von 
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a5t 
s(s+1)...(s+o) 


ohne Ausbuchtung durchlaufen wird, ist 


1 ge 1 luth 1e 
SE - TS) St — ») eds 
no L s...(s+0) QE a CO Là . 


(43) Z(s) 


EF)" 

1 l 1 #7 Car) 

LD Ras | ne Aer 0 ce H (T1) 
RM) CRE) eye "Un 


ER | 
(44) — D(x). 

Nun wende ich den Cauch yschen Satz auf den Integranden (43) 
und das Rechteck mit den Horizontalseiten {= T0, t— —-U<0 
und den Vertikalseiten 6 = B+1, 6 — ss (letztere even- 

.tuell nach links ausgebuchtet?)) an; dabei môgen T, U gleich so 


gro gewählt sein, da alle Pole von Z(s) im Streifen EE 


Sous 
<6<Bp+1, d.h. im Streifen TSTE <6Æ8$ ihre Ordinate 


> —U und < 7 haben. 
Die Integrale über die Horizontalseiten streben für T— 0, 
U— co gegen 0; denn für 6 = B+1 ist 


Z(s) = 0(), 
fürio— NEQrE nach (17) und (20) bei absolut wachsendem { 
1 RES 
H 2 
Z(s) — ol = o(#f— À, 


also wegen (10) nach einem bekannten Lindelüfschen Satz) für 


Si £,<p}i gleichmäBig 


1) Hierbei benutze ich die für a = 0 bekannte Formel (vergl. z. B. S. 380 | 
der in der vorigen FuBnote genannten Besprechung) 


1 y°+e Se ft mA 
PET Jr tre Kris ne 
a 


für 0<y< 1. 


2) Wegen (21) ist ARE << 0, so daB der Integrand auf jener Geraden 


hôchstens im reellen Punkt einen Pol hat. 
3) Vergl. S. 704 und 706 meiner ersten Abhandlung. 
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Z(s) = 0((#° À), 


ZE) pfy-1 
Frog = OÙ) = 00). 


Wenn daber R,(zx) die Residuensumme von (43) im Streifen 
RTE LB ist, so Hefert (44) munmebr 
1 arte 


D(z) — R, (x) = Dus MAS 619 08 
IF) 
also nach (17) 
1 45e oo ; 
” 2xi PDU 
: L 


folglich, da nach (20) für 6 = 1=2+5 
ge | ©. ( ñ L 
EMTEC NPR UE 
ls...(s+0) 6E)| Z ie 0\| 
= o(47 À) 
ist, und somit Integration und Summation vertauscht werden kann, 


D(z) — BG) + gr D 42 nes Er 


also nach (24) 
1 CO 
D(x) — RG) 57 ZE (a) 


Hierin setze ich für E(w) mit sw — 1,2 den Wert aus (27) 
ein und beachte, daf wegen 


n—e++ PS 
S,(&) — “r # ) — 0f72Fe 
wo g>0 ist, offenbar 
[ee] 
(45) D ARS, (4,2) 
n—1? 


konvergiert. Das gibt 


U9 20) = RG+ S ARS Gt S aitL (Os) | 
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Offenbar ist die Summe (45) gleich der Summe der Residuen 
red ïe. F 

von (43) für die Pole der Strecke Ii ss<1 ti, 


denn bei Integration über einen hinreichend kleinen Kreïs um einen 
Punkt der Halbebene 6 < 0 ist 


are ue : 
Jero 0e = fa ro 0, À se 


AA 


À 
12 Ÿ COS : 
Le à: 5..6+o s...(s+o) 
(46) vereinfacht sich dadurch in 
1 OQ 
CHARTES | 


wo RÀ,(x) die Residuensumme von (43) im Streifen MR = 
Ænaist ) 
pe Lt 28e 
Aus (47) folgt, wenn zur Abkürzung 2 — x DE gesetzt 


wird und die gte Differenz bei jedesmaligem Fortschreiten um : 
gebildet wird, für æ > 0 


co 
(48) A,0(x) = À,R, (x) + LE. > 2,48 4,L(4,x). 
2RÙ n=1 
Nan ist 
æ +2 +2 Los + 2 
CON RO) il de, ji de. ne fe R(&)dn, 
D A5) To1 \ 


Es stimmt R£(x) mit der Residuensumme LÆ,(x) von 


(14) x Z() 
s 
Ne 
im Streifen ru <6Æ<$, R\(x) mit der Residuensumme von 
TZ (s) 


ebenda überein, Wenn p die Maximalordnung der Pole von Z(s) 
auf 6 — B ist (eventuell 0 bedeutet), so ist für alle x, der Strecke 
TT <tT+ez 


1) Oder, was dasselbe besagt, im Streifen 0=Æ6= f und auf der Strecke 
ES ns 1 
1 + = Fe (LA 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Het 2. 15 
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Æ<oz. Max. |2(y)| 
T<Y<X + 07 


[RP (&,) — R, (| = | Je °R;(y)dy 


2 
— O(ex" log x) — Aer np 108" +) 
= 0\x log” x) = O(x* log x), 
wo x die in (13) erklärte Bedeutung hat. (49) liefert also 
4,R,(x) = Æ(R,(x) +0(2 log” x)), 
also, wenn R(x) die Bedeutung aus $ 1 hat, 
(50) AR, (a) = A(R(x)+ 0(x log?” x). 
Ferner ist nach den Formeln (41) und (42) des Hifssatzes 4 
für x > Max. (2 +) wobei, w = 1,4%, v — 4,2 gesetzt, bei allen 


ñn Z1 erstens 0 <v <w, zweitens w = 1 ist, 


[ee] 
ES e,1t4,L(4,%) 
n=1 
n—e—+ n=e—3 28 41 
= +e pe ee 1— e De EL IN PES 
£ À, 2 EALA Min. (a, 2 z # : a son) 4: H H ] 
Tnln=1 
— el 
wo die Reihe rechts wegen —e+ 1 FH +e<0 konvergiert, 
also ?) 
Fete n—+ 
Pr me) s LA # 
ne 26H 
1, <x 2n +1 
(61) 
al be fr not 
H e 7 
Fe S'HanTE 
14 28H 
1,>x PRES 
26H 
ce 2n+1 


1) Der Leser môge hier und nachher im Auge behalten, daB x 
2n +1 
28 
gegen O strebt, so daB letzterenfalls für groBe x die erste Summe rechts in (51) 

Null bedeutet, die zweite sich auf alle n= 1 erstreckt. 


im Falle H — + 1 konstant 1 ist, im Kalle H— mit wachsendem x 
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Nun folgt aus der absoluten Konvergenz von (4) für 6 — 0, 
wenn « eine positive GrôBe ist und 


gesetzt wird, bei festem 6, = 0 und allen x —0 


Go En g50 +6 re £ GA 60 + E 
Zi = > Hhtiettt 5 Blerete, 


8 —= 
1,=x 14,<= 1x Mn 


bei festem 6, < 0 und allen x => 0, wenn 0 <s<—6, ist, 


> le, | AS EUR > Iéal ÉATROn gui e >> lel <Ex He 
=? h> PL 1 >x 4 


Die rechte Seite von (51) ist daher für x > Max. (1, +) 


wegen +0, 2 mr 5 <0 bei allen hinreichend kleinen 


positiven € 


£ À, a dre de 


RES 2) 


Folglich ist für alle positiven & 


1 CO 
Ori 2 4, L(4,) 
1 — 


= (f-SErE aErte) 


PK. 26H \n—eo—4 
A lNer +e+(- 1+ Er) de +) 
28 27 —1 
1 CFP ——+e 
(52) La ae ei) 21 +1 | DE O(ex* +5), 


and (48) gibt in Verbindung mit (50) und (52) 
(53) 2,9) = A(R(œ) + 0(x* +). 


Die weïiteren Schlüsse bis zum ersten Ziele (15) hin werden 
an (53) und die Identität 


15e 
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om + 2 1 +2 or +2 
(54) Z,®(x) — ï) da, f' dé af 1 B(x,)dr, 
LA Li Lo 


anknüpfen, die zum Ziele (16) hin an (48), (50), (51) und (54). 
1a) Wenn die Voraussetzung VIII") gemacht wird, setze ich 


für > 0 
bp, x = dns 
(x) 2, 


æ 1 @—1 
®D, (x) = ef dx, sn B,(x,)dx,, 


R, (x) = Residuensumme von De im Streifen x=6=$; 
dann ist nach der auf die d, anwendbaren Formel (53), indem 
B, n, *, o dasselbe bedeuten, 

(55) 2,0, (x) = #(R,(a)+ 0(&**5). 
Nach der zu (54) entsprechenden Identität 


+2 1+2 Q1 Std 
sow=f af  4.../[7 20), 
HA Li 


Lo 
ist, weil wegen d,Z0 die Funktion B,(x) mit wachsendem x 
nicht abnimmt, 


(56) LB, (x) = 4,0, (x) = AB, (x + o2). 
Wegen (55) und der ersten Hälfte von (56) ist 
(6?) B, (0) £ R,(a)+0 (#7); 


wegen (55) und der zweiten Hälfte von (56) 
B,(x+02) 2 R,(2)+0(& 7°) 
also, wenn 
rte. 1e 


CADRE 2 Tr 


T+QZ = Z+QX y 


als neue Variable !) eingeführt wird, wegen 
Ri(e) = 0 (2° 71H) 
BYE R,(G&)+0(4%" 77) = Ro + f Rav 00 +9 
y 


26 
en ee 
— Æ,(y) + “e fe A pi+e), O(y* +5) 


1) Für grofe x wächst y mit æ; für groBe y hängt also x eindeutig von y ab. 
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(58) = R,(y)+0(y" 75) 

Mit (57) und (58) ist zunächst 

(59) B,(&) = R,(x)+0(&" 
bewiesen. 


Aus (89) folgt 


dy — B, (x + 92)— B, (x) 
L <= E +02 


ni E, (x HE 2) FER E, (x) + O(a"T*) 


x + 02 
= Ri(o)do + 0 (a T°) = O(&" T5), 
H4 


also 
Al 


eu : 
LL <A + or TL x ez 


Aus VIIT) folgt also VIII”). 


1b) Wenn die Voraussetzung VIII”) erfüllt ist (mag in dem 
betreffenden Fall die weitergehende Voraussetzung VII) erfüllt 
sein oder nicht), folgt aus (54) 


14,8 (x) — * B(x)] 
+2 Li +2 Ton FE 
f dx, f dx, L _ (B(x)-B(x)dx, 


æ Ti Q—1 


d, = Of T5). 


£ 8 le] = 0(Rz" T5), 
2 << z+e 


also in Verbindung mit (53) 
AB(a = 4,0 (a)+0(2" T°) = 2(R(x)+ O(2* T°), 
(15) __ B@=R@+0@t 
q. e. d. 
2) Es môgen VIII’) und IX) gelten. Aus der Annahme 
PQ = D ll = O(logts) (420) 
1 =D 


folgt, wenn N(x) die Anzahl der 1, <x bezeichnet, #(4,) Null 
bedeutet und für x = 1, 


bre) 6 oi V 


gesetzt wird (wobei rt = x < v ist): 
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Erstens für 6, > 0 


6, MAS Go —P 
D: [CA 1, ee 2 (F(4,) ri w(4,.)) 1 
1, <=%x ul 


n —= 


N(æ)—1 DE 

= à ra HOT ErDen 
N(x)—1 

REV ET (6, a 6) 2: #(4,) f" 7 du Se Y(r) s 0 


— Na p(uju 8 qu + D(r)r° 6 


= O(lg” t "ab Avon T *du) + 0 (F1og* Tr" œis 


h 
— O(1* log“ r) = O(x”* log“ x), 


also bei passender Wahl!) eines D, für x —0 


2 le, | 1? = D; a log{ (x + 2); 


n = 


zweitens für 6,<0 


(ee) 
Se US ŒO-TAONT 
az n= N(x) +1 


= nn PA TÉ D mp? 


re (, E Du) 0° PT Qu — W(r) v° À 
<6-0 [7 pr (u)u® TP! Qu 


OO 
= of Hire log udu = O(x* log“ x), 
La 


also ?) für alle x 0 


: Z Le, 4 < D, 2° log* (x + 2). 
mn A 


1) Denn die Summe verschwindet für kleine +. 


2) Denn æ%log4 (x+2) wird unendlich für æ— 0. 
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Die rechte Seite von (51) ist also für alle x > Max. (L +) 


Le Dont PANNE T ES a Me 
en (- tie a nil A 1 F ni 4 9) 
n— 0——+ 26H \n—e—$ 26H 
Lee PAR OS RACE 
+ À,x # ca +) Le at Mi 2) 
(60) — O(Ax log). 


Aus (48), (60) und (60) folgt 
A4,0(x) = A(R(x)+0(x* log” x) + O(x* log4x)), 
also wegen p = P und der Definition 9 — Max. (4, P—-1) 
(61) 1,®(x) = &(R(x) + 0(x"* log’ x)). 
Wegen der Annahme 
2 lélAË = O(v'logx) 


1,=x 
ist also auch 
(62) 4,0,(x) = &(R,(x) + 0 (x log” x)). 
(56) und (62) geben erstens 
B, (x) £ R,(a) + O(a*log 2) 
zweitens 
B,(x + 62) ZE, (x) + O(x* log”), 


26 
2n +1 


also, x + ox 


) BYE R,(y)+ à R!(o)do + 0 (y log” y), 
y 


— y gesetzt, bei stetig wachsendem y 


also mit Rücksicht auf 
Ri(z) — O(a" ne — O(xf log x) 


4} den CON 
BOER +04 3 log) + O(y'log#) 
= R,(y) + O(y“log”y). 
) Daher ist 
| B,(x) = ER, (x) + 0(x* log’ x), 
also 


(AE d, =2B,\ — B, (x) = O(xlog’z 
na. ra (z+ 02) (x) (x* log” x), 
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und (54) liefert 


aanommeaet-etint esse 


4,0(x) — 2 B(x) = O(£ x“ log’ x), 
also in Verbindung mit (61) 
(16) B(x) = R(x) +0(x log” x), 
q. e. d. 


& 4. 
Anwendungen auf alte Ergebnisse. 


1) Das Ellipsoidproblem. Ich will zeigen, daf das asymp- 
totische Ergebnis meiner beiden auf $. 209, Anm. 1 zuerst genannten « 
Arbeiten im neuen Hauptsatz steckt. Jenes Ergebnis lautet fol- 
gendermafen. 


Für ganzes k Z 2 sei 


k 
Q(,...,w) = ZX a,uu, (aus = Gyy) 
uw v—=1 , 

eine definit-positive quadratische Form. Ferner seien z,,...,2, 
h,,..., M reelle Konstanten. Es seien Z,, ...,l,, ... ad inf, 
wachsend geordnet, die verschiedenen positiven') unter den Zahlen 
Q(v,+2,,..., v,+24), wo v,,...,, alle ganzzahligen Wert- 
systeme durchlaufen. Es sei 

C 


n 


si Se Qu DE un 
erstreckt über alle Wertsysteme v,,...,,, für die 
Q(v,+2,...,0+4) = 


ist. Es werde, wenn D die Determinante der Form Q ist, 
k 


2 
T______ für durchweg ganze 4,, 


à Ar 
p | VD r(5+1) 
0 sonst 


gesetzt. Dann bewies ich neulich 


1) Es hat also nur bei ganzzahligen z,, ...,z, das Wertsystem w, = —,..., 
vd, — —z wegzubleiben. , 
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w|= 


ki _E 
(63) OR as F sn) 


BESY; 
Daf (63) im neuen Hauptsatz steckt, ergeben die nachstehenden 
Überlegungen, bei denen der eïnleitende (bekanntes zusammen- 
stellende) $ 1 meiner auf S. 209, Anm. 1 zuerst genannten Arbeit 
_ vor Augen zu halten ist. 
I) Die Reiïhe 


e, oo Tue + + hx0e) 
GD 20 27, 2 LL Qore cata) 
ist für ee. absolut konvergent. Ich nehme demgemäf mein 
B=S. 
IT) Die Funktion Z(s) ist in der ganzen Ebene regulär bis 
auf hôchstens den Pol erster Ordnung s — mit dem Residuum 
k 


auch regulär. 


III) Wenn Q(u,,...,w) die zu Q reziproke Form ist, 4, die 
wachsend geordneten positiven l 
mQ(v,+h,,...,0,+h) 


58; im Falle B — O0 ist eben s — 


durchläuft und 


! k k 
—— —Qni S ah — 7] —Qni D -zU, 
(QE À 2e f—=1 ne 5e îi= : 
à 
erstreckt über alle #,,...,v, mit Q(v,+,,...) — L gesetzt 
wird, ist die Reïhe 
CO 
2 4 
n=1 
für 6 < O0 absolut konvergent, da ja 
1 k 
TARN NSS ee 1 
D T T > TR 
Vire. Uy = — CO LE = 


(Q(e, +2, ...)” 


eine konvergente Majorante ist. 
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IV) Für 6 <0 ist!) 


k 
Ita nu 


CO —2ni(zt + -+at 
ÉD TOZO—D er r(s- ) STE 
v;, —=\—> C9 Le 
(Q(,+ 1, ..))? 
k 
*e r(S- es 2 EnÂn 
also (5) erfüllt mit den Parametern 

u=1,a,—=0, B—]1,»—1, n= 3: 8, = 1. 

V) Es ist 

B, — à, — Î 
VI) Es ist 
Lo RS POS qe 1 


VID) In jedem festen Streifen ist 
Z()= 0 (4). 
VII”) Wird d, gleich der Anzahl der Wertsysteme v,,..., 


mit Q(v,+2,...,0, +24) = 1, gesetzt, so ist |c,| < d, und 
Po AA 
Z, (s) + > ri 
nn = n 


genau die Zetafunktion, die zur Form Q mit denselben 4,, aber 
— 0 <==) gehürt, erfüllt also die vorangehenden sieben 
k 


Voraussetzungen mit demselben $ — Ti und demselben 7 — -,.. 
IX) Es ist 
2 LEE k 
À ( 
DCE C LT >> 1=0\x°), 
1 <% h<T Qi + )EE 
ebenso 


k 
ZE IjAf — ok?) 
A <x 


also in der neunten Voraussetzung das À — 0 annehmbar. 


1) S’ in (65) heift: ohne das etwaige Glied & — —/,..., 0% = —h. 
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(16) ist daher giltig und zwar mit (63) identisch, da P — 1, 
Mae CA Be 1) 0 ee dla De er Re 


Ant LA ETI 2  k+1 
und R(x) gleich dem Residuum von (14) in s — ee also 
Le k 
R(&) — 2 hp _ Br? 
lat M 
“à 


ist. 


2) Das Teilerproblem. In meiner am Ende der Anm. 1 auf 
S. 209 erwähnten Abhandlung bewies ich, wenn bei ganzem k = 2 
für 6> 1 


Z(s) = E(s) = ZX 


n=1 


n° 


gesetzt wird, und 
R(x) = 2(b,, log 'æ+...+0,) 


das Residuum von (14) im eïnzigen Pol s — 1 von Z(s) ist, 


CON — Se T. (x) = Re + (ot —1x) 


(66) steckt aus folgenden Gründen im neuen Hauptsatz. 
D'ist für = 2, = Tu) oit f — l erfülit. 
ID) Z(s) hat nur den Pol s — 1. 


CA O9 
T1) Sam » Huy 
n—=1 CRE MORE 
T k n 
konvergiert für 6 <0 absolut. 


IV) Nach Riemann ist 
s 1—s 
Hot Re fe 
x r(5)e6 = x r(=)ea 5) 
_ k—ks 


> Fr) 20 == ; nf )za-s, 


also für 6 <0 
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S 1— COR Te Le re) 
(2601) EL eme DS) S ax, 
AN Lee 1 


2 
Tr nn 


LL] 


somit (5) erfüllt mit den Parametern 
u—=#k, LME QE = a = 0, B =... —=fp,—= 


1 
v=k, p=..=y=t#, RC 
V) Es ist 
Bt +8, =) =,0, +: +0, 
VI) Es ist 
An nt rer +a)F ET = ; æ S 


VII) Bekanntlich ist in jedem festen Streifen 
é(s) = O(e*!), 
also 
Z(S 0e): 
VIII”) ist wegen c, = 0 von selbst erfüllt. 
IX) Es ist 
à # x 
à 0) : Z Tin) = x? (2) 
nv CA æ a 
NE — 2 N<— 
x n rt 


—=,0 (clos ir), 


nach primitivster Abschätzung des 7,; also ist À — —1 an- 
nehmbar. 

(16) ist daher giltig und mit (66) identisch, da P = k, 

: ; 4 UN, POUR E 

g = Max. (k—-1, k—1)—=k—1, x —6$ ra at 


S 
> 
CET 
| 
M 
| 
Ci 
à 
S 
] 
GI 


ist. 


$ 5. 
Neue Anwendungen. 
Bekanntlich') hat auch für 4 — 1 die durch (64) definierte 
Funktion Z(s) die in $ 4 unter I), II), IV), VII) genannten 
1) Vergl. z. B. Epstein, Zwr Theorie allgemeiner Zetafunctionen [Mathe- 


matische Annalen, Bd. LVI (1903), S. 615—644], S. 616—620 oder (bei Speziali- 
sierung auf 4 — 1) S. 464—467 meiner auf S. 209, Anm. 1 zuerst genannten Arbeit, 


de 
ESS pe ce 08 
(69) r( +) HEC 2miëh 7 2 rs) S" sign (w+h).e 
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Eigenschaften. D. h., speziell Q(u,) — #? angenommen, wobei 


auch Q{(u,) — uw? ist, und + 


Es sei 220, x Z0. Die für 6 —1 durch die absolut kon- 


statt s geschrieben: 


vergente Reïhe 1) 


co RU co 2%ihv 
Z, S) —= : ———— — = L ——— 
®) 2 Le D RTE NT 
(C@o+2))" 
definierte Funktion ist in der ganzen Ebene regulär bis auf den 
bei ganzem k vorhandenen Pol erster Ordnung s — 1 mit dem 
Residuum 2. Ferner ist für 6 < 0°) 
1 
: ——+s % ee) = 27H80 
(67) r(s) Z(s) = €. (=) > La re 
PTE +2 


und in jedem Streifen 6, = 6 = 6, 
(68) Z,(s) = O(ef)). 


Andererseits ist die in der Halbebene 6 = 1 durch die absolut 
konvergente Reïhe !) 


RE LS (v+2) Lo æ ES (o + 2) ein 
Z.(s) — > TS AL > PS NP Cr, 
D = — 00 és = — CO [u+z] 
((w+2)) 
2 sign(o+e).e 7" 
v = —00 [o+zf 


definierte Funktion eine ganze Funktion; für 6 < 0 ist ?) 


— I misv 


2 ES) 


und in jedem festen Streifen 6, £6 = 6, 


VE |v+Al 


(70) Z,(9 = 0(el1). | 
Obgleich diese Eigenschaften von Z,(s) längst bekannt sind, ist es 
für den Leser wohl bequem, wenn ich sie nach dem Epstein- 
schen*) Paradigma rasch beweise. Dabei benutze ich nur die be- 
kannte Thetaformel 


1) Z’ heïBt: ohne das Glied v — —z, das bei ganzem z auftreten würde. 

2) Z' heift: ohne v — —} (bei ganzem h). 

3) Epstein, Zur Theorie allgemeiner Zetafuntktionen, IL [Mathematische 
Annalen, Bd. LXIII (1907), S. 205—216], S. 213—216, Spezialfall p = 1, n = 1. 
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e,(+) Ge fe) FE 
in der 


[ee] ; ; 
@, (y) = br (œ+ae77@ +2) + 2rihv 
LA 


@, (y) — 5 (o+h)e— AYy(0 +R) — 2æise 


Ÿ = — 
gesetzt ist. 
Für s——4} ist 


rf5) Fupes Ed 5 
Y; 


also für S>——4,q—0 


1 nn < ri 
r(S ) = &9 DEN Cm PC 
0 
UE me 1 1 s—1 
2 S + + —#qy 2 
x r( 5 ) PET Di Dé e y dy, 
: ( 
q 
folglich für s>-—1,v+:2=0 
s+1 2xiho 2e. Rue 
2 (5) See = f (e+mer "CT s Prise, 2 
[o+2] 0 
also für s —1 
s+1 s —1 
14 à s+1 2 
x (JO = [y 7 eva 
0 
s—1 s—1 


de sn 2 @, (y) y 
1 


ho s+3 | 


OO Eu ie LEA us 1 
FF he y ©, (y) dy + | y e.()& 

: 1 LA 
= / CR EuG)dy +ie 2 [y À Q (dy: 
: 1 | 


Î 
Je 
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die Betrachtung der rechten Seite lehrt, daf Z,(s) ganz ist und 
(70) erfüllt. 
Entsprechend ist, wenn für 6 —1 


S,  (v+hje re 2%,  sign(v+h).e ns 
Z, (s) == > SE - = > à a 
D — — 0 |v+h] D — — CO [v+h] 
gesetzt wird’), in der ganzen Ebene 
_s+1 = RS 
. r(5)z0 mL me 8,@dy ie" fl y *@,(r)dy, 
1 1 
Mare KA er La s—1 
x rféjza-o= fr eoa-iétt [y ? ea 
1 1 
Cine 
Ne AN (26) 
RTS 


r( + )z,@ — ie 2rihy ? 
also für 6 <0 die Formel (69) bewiesen. 
Ich setze nun für 6 — 1 
2aihv 


Zs (s) + 


D 
v+270 (v+2) 
so daf 
Z, (s) = 52 (s) +352 (s) 
ist. Es vereinfacht die Schreibweise, wenn ich 0 < z: = 1 annehme, 


ep so 
dE co 2zxiho 
Z,(s; 4, h) — Z;(s) = } s 
v=0 (v+2) 
ist. 
Mein Ziel ist der 
Satz: Es sei k eine ganze Zahl —1,0<z2, <1,...,0<z,<1, 
h, = OS =D, und es werde bei ganzzahligen v,,...,v, 


B(x) = rit ++ 0) 


2 
+4)... (+) <x 
nu = 0, ….…s % = 0 


1) Dadurch tritt offenbar @,(y) an Stelle von @,(y) und — @, (y) an Stelle 
von 6, (y). 
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gesetzt. Dann ist 

Le 

+1, k—1 
(71) B(a) = R(@)+0(x °F log — 1x), 


wo R(x) das Residuum von x ee bei der für 6 > 1 durch die absolut 


konvergente Reihe 
OS 


Le US se UNE non 


OU) 
FT (@+2)..(@+2) 
= Z,(s; &15 h,) Z;(s; &3s h,) ‘…. Zi(s; êk; h;) 
definierten Funktion im Punkte s — 1 nst. 
Beweis: Dies wird sich nicht unmittelbar als Spezialfall des 


Hauptsatzes ergeben, wohl aber, indem ich für jeden der 2° 
Summanden beim Ausmultiplizieren von 


ZA(s) = GS; 45h)+32(6;2,h,) (62 (6; 4) +3 Zi(S; 45, M) 
die Anwendbarkeit des Hauptsatzes zeigen werde. Aus 


2 7 = Zi) 


n—=1 


> 6 À 20 65811 4). Za, (65 43» hs) ce à Za, (55 2 ln) (61) 


Us...) Ag —= 


folgt ja natürlich die Behauptung (71), wenn bei jedem 
Z(s) GE 4 Zo, (85 2, h). 4 Za, (83 8 M) à Zo, (5; 235 la) Er = ré 
ne 


wo bei jeder der 2* Bedeutungen von Z(s) unter !, die verschie- 
denen positiven der Zahlen |v,+2,|...1|,+2,| zu verstehen 
sind, die Relation 


(72) s "2 2 RK)+Ob de 


n — 


bei je entsprechender Bedeutung von ÆÀ,(x) bewiesen sein wird. 


Nuan ist in der Halbebene 6 <0 für a — nr 0 sowobhl als für 
— 1 nach (67) und (69) 


s+a l+a—s SE d, 
= — ? h 
es ; re r'( à je pen ele+al 
wo |[d,| = À für v Z—hist. Die Funktion Z(s) erfüllt also für 


6<0 die Gleichung 
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| Ne DEN OO 
TS) ...r(54)z0 — rfi). rt n D En Àn : 
A =] 


wo 1, die verschiedenen unter den Zablen x*[v,+%,|...[|v,+k, =—0 
bezeichnet und das zugehôrige e, der Ungleichung 


k 
2 
APR >> = D 1 


k 
5 ph À 
li + ul... [ou + ul = ee loi + ul... lo + = en 


genügt. 
Hier erfüllt die Funktion Z(s) die Voraussetzungen des Haupt- 
satzes. Denn 
SEE 
D E + 
R—= 1, “n 
konvergiert für 6=—$ — 1 absolut. 
ID) Z(s) ist regulär bis auf hôchstens den Pol s — 1, dessen 
Ordnung = # ist. 


CO 
I) Set 
N 1 
konvergiert für 6 < 0 absolut. 


IV) Die Gleichung (5) ist erfüllt mit 


a, a 1 
Re es do nb a ie Di Han 
1+a, 1+a, 1 1 
v = k, y, = 2 JEU HE dur EN: D = 
V) Es ist 
k 
HS ED an _ SE d HE: 
VD) Es ist 
av aobategheul-jlone à Bray tabrbrivrik 
PR EL a CE ed T9 — n° 


VII) In jedem festen Streifen ist nach (68) und (70) 


ZL(SY= o(elt]). 
VIII”) Die Funktion 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 2. 16 
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erfüllt als Spezialfall k, = -.: — 4, = 0, a =. — à —0 


die sieben ersten Voraussetzungen mit 8 — 1, y — 9 


IX) Weil die Lôsungszahl von 0 <{v,+4,|...{v,+h,|< x nach 
primitivster Abschätzung !) O (> log”! x) ist, ist 
DAC D 1 = Ofxlog" '2), 
< æ 


4, = x ù 
1 ln +hl...|m+nI< 


also auch 


$ 2 le LE = O(x log” — x). 


n = 


Nach dem Hauptsatz mit x — nee g = Max. (k—1, &—1) 
— k—1 ist also (72) wahr. 
Der bewiesene Satz enthält natürlich die Relation (66). Ferner 


liefert eine einfache Substitution?) bei Pas reellen 2, 


2, 3, ..., hj und beliebigen positiven M, ..., M, 
k—1 
B(x) Ex D TOUT: + hu) es R(a)+0(&%+1 log” — 1x), 
WU... WT 
w = 2} (mod. M,), 
w>=>0,.. 
wo R(x) das Residuum von TZ, (s) mit 

2rihiu, erthux 
Z;(5) = F …. - 6— 1 
6 nr wi Uy = 2}, Ux 

w>0 uw > 0 


im Punkte s — 1 ist. 


Und durch Addition mehrerer solcher mit Konstanten multi- 
plizierter Z,-Funktionen im Spezialfall ganzzahliger z,,..., M, ... 
und verschwindender k!, ... ergibt sich insbesondere, wenn in 


1) Übrigens folgt durch Betrachtung der Funktion Z,(s; M, 0). Zo(s; he, 0)... 
Zo(8; x, 0) aus I) bis VII) nebst VIIL') für diese Anzahl bereits æ(c,_, log -‘æ 
k—1 
Lier +) 
+" 0) 00 Ê 


2) Nämlich U, —= M, LAN + ge hi—= —= nu , 
1 


l'=UMIE REC 
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L( du CE 
1) — F2 26 (6>1) 


,(n) ein Charakter modulo M,, ..., ,(*) ein Charakter modulo 
A, ist, 
G k—1 


En)... n0n = R()+0U FFT lost), 


Mie Nr —= 


wo R(x) das Residuum von 
T L(s) RATÉ) 


im Punkte s — 1 bezeichnet. 
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Untersuchungen aus dem Universitätslaboratorium 
zu Gôttingen. 


XX VIII. 


Von 
0. Wallach. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 17. Juli 1915. 


Über eine Methode zur Abwandlung der hexacyclischen 
Ketone in Cyklopentanone. 


Als eine der interessantesten Umformungen in der Gruppe 
der alicyclischen Verbindungen, die den Übergang eines Ring- 
systems in ein anderes verwirklicht, darf die von mir vor 
längerer Zeit beobachtete leichte Abwandlung von Dibrompulegon 
in Pulegensäure unter der Einwirkung von Alkali gelten: 


CH — 
FE ré CH A0 
PR A DE 
LB Br | NCHs 
(0) COH 
Pulegondibromid Pulegensäure 


ein Vorgang, der nach seiner vülligen Aufklärung uns ein Beïspiel 
für zwei parallel sich abspielende Reaktionen, bietet: Ringspren- 
gung eines gebromten Ketons und erneute Ringschliefung in an- 
derem Sinne. 

Diese recht glatt verlaufende Reaktion ermangelte bisher nun 
der Analogie und doch konnte man annehmen, daf eine solche sich 
müfte auffinden lassen, nachdem uns jetzt so zahlreiche hexa- 
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zyclische Ketone für die Untersuchung zu Grebote stehen. Was 
über das Verhalten mehrfach und namentlich zweïifaeh gebromter 
Cyklohexanone bisher sonst bekannt geworden ist, weist jedoch 
fast ausnahmslos auf einen ganz anderen Reaktionsverlauf als den 
besprochenen hin, nämlich darauf, da aus den zweifach gebromten 
alicyklischen Ketonen unter Halogenwasserstoff-Abspaltung Benzol- 
Verbindungen entstehen. Schon eine ganze Reihe zweifach 
gebromter Cyklohexanone hat man in Phenole überführen kônnen 
und in meiner letzten Mitteilung an dieser Stelle!) habe ich über 
eine in Gemeinschaft mit Hans Berthold ausgeführte Arbeit 
berichtet, in der diese leicht verständliche Reaktion dahin variiert 
worden ist, daf sie zu einer Darstellungsmethode für aroma- 
tische Kohlenwasserstoffe umgeformt wurde. Z.B. lief 
sich aus «-Terpineoldibromid p-Cymol, aus Sylvestroldibromid 
m-Cymol gewinnen. 

Eine neue ausgedehnte systematische Untersuchung hat nun 
Klarheit darüber verschafft, daf der Verlauf der Reaktion zwischen 
zweiïfach gebromten Cyklohexanonen und Alkali ganz wesentlich 
durch die Stellung der Bromatome im Molekül bedingt ist und 
daf man, ganz ähnlich wie es bei der Pulegensäurebildung statt- 
findet, ziemlich beliebige Sechsringketone in Fünfringverbindungen 
abwandeln kann, wenn man nur von Dibromketonen mit geeigneter 
Stellung der Bromatome ausgeht, die herzustellen sich wiederum 
als eine sehr einfache Aufgabe erwiesen hat. 

Es hat sich nämlich herausgestellt, daf wenn man Cyklohexa- 
none in Eisessiglüsung mit 2 Mol. Brom versetzt, die eintretenden 
Bromatome sich scheinbar so verteilen, daf je eins benachbart an 
das Carbonyl tritt. Aus dem Cyklohexanon selbst erhält man 
also 1,3-Dibromcyklohexanon-2 


Br 


| 
Ahioe Nedits 
De 1 
Br 


Wird nun die Verbindung mit wässrigem Alkali geschüttelt, so 
geht sie durch gewisse Zwischenprodukte hindurch, in «-Oxy- 
cyklopentansäure über. Der Vorgang läfit sich schematisch 
etwa folgendermafen deuten: 


1) Nacbr. d. K. Ges. d. Wiss. Math.-phys. KL 1915. S. 6. 
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7 Fe 
Ce eo LS 44 À. He a 
Br OH 


Da nun die «-Oxysäure durch Oxydationsmittel sehr leicht Cyklo- 
pentanon liefert, besteht der Effekt der Reaktion in einem Ab- 
bau von Cyklohexanon zu Cyklopentanon und alle Ho- 
mologen des Cyklohexanons, durch deren Bau es nicht verhindert 
wird, daB je 1 Bromatom benachbart zum Carbonyl tritt, lassen 
sich ganz entsprechend abwandeln. So liefert 1,4 Methyleyk 
hexanon das 13-Methylcyklopentanon: 


04 


<< D= 0 + —< Ko — one 


Menthon liefert Methyl(1)-isopropyl(3)cyklopentanon (2 
— Dihydrocampherphoron 


PP ER RE 
Era é A 
0 HO;:C OH 


Man ist somit in die Lage versetzt, bekannte, oder, wie z. B. die 
letztgenannten, bisher schwer zugängliche Fünfringketone, schnell 
aus den zugänglicheren Sechsringketonen herzustellen, aber auch, 
sich bisher unbekannte Repräsentanten der Reihe zu verschaffen. 

Im Folgenden soll nun an einigen Beiïspielen der Gang der 
Reaktion erläutert werden, an deren Ausarbeitung Fr1. Dr. Mathilde 
Gerhardt sich mit grofem Geschick und Verständnis beteiligt 
hat. In letzter Zeit bin ich auch durch Herrn Dr. W.Jessen in 
dankenswerter Weise unterstützt worden. 


1. Überführung von Cyklohexanon in Cyklopentanon. 


10 g Cyklohexanon werden in 40 cem Eisessig gelôst und unter 
Kühlung mit 10,9 cem Brom versetzt. Nach einigem Stehen wird 
nicht absorbiertes Brom durch Hinzugeben wässriger schwefeliger 
Säure entfernt und die Flüssigkeit auf Eis gegossen. Das ent- 
standene Dibromid scheidet sich als etwas gefärbtes Ôl aus. Es 
wird abgehoben, durch Waschen von anhaftender Säure befreit 
und mit einer Lôsung von 20 g Kali in 900 ccm Wasser bei ge- 
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wôbhnlicher Temperatur durchgeschüttelt. Die Reaktion ist schon 
nach etwa einer Stunde beendet und alles Bromid in Lôsung ge- 
gangen. Beim Üffnen des Gefäfies bemerkt man — wie übrigens 
in allen analogen Fällen — Minusdruck. Es ist also von der al- 
kalischen Lôsung etwas Sauerstoff absorbiert worden. Die Lôsung 
ist wasserhell, abgesehen von einer kleinen Menge darin verteilten, 
rôtlich gefärbten Harzes, von dem abfiltriert wird. 

Aus dem alkalischen Filtrat nimmt Âther nur eine geringe 
Menge eines neutralen Kôrpers auf. Säuert man direkt an, so 
kann durch Âther der Flüssigkeit auch nur eine geringe Menge 
Säure entzogen werden. Wasserdampf führt aus der sauern L6- 
sung eine flüchtige Verbindung mit, die durch Ferrichlorid violett 
gefärbt wird. Man hat es hier wohl sicher mit dem Zwischen- 
produkt C6 Hs O2 zu tun, das bisher aber noch nicht in grôfierer 
Menge isoliert worden ist. Semicarbazidacetat liefert damit eine 
* durch grofe Schwerlôslichkeit ausgezeichnete, bei etwa 230° schmel- 
zende Substanz, deren Analyse auf Vorliegen eines Additionspro- 
dukts von C6HsO2 zu Semicarbazid hindeutet. 

Dampft man das ursprüngliche, filtrierte und alkalisch rea- 
gierende Umsetzungsprodukt des Cyklohexanonbromids mit Kali 
in einer Porzellanschale ein, so stellt sich mit fortschreitender 
Konzentration Dunkelfärbung ein. Beginnt an den Wänden des 
Gefäfes etwas braun gefärbte Substanz sich abzuscheiden, so läft 
man erkalten, säuert mit Schwefelsäure an und äthert aus. 

Die in den Âther gehende «-Oxycarbonsäure erstarrt 
nach Entfernung des Lôsungsmittels krystallinisch, ist aber ge- 
färbt. Man kann die Säure durch Lôüsen in Benzol oder trockenem 
Âther und fraktioniertes Ausfällen der Substanz durch Ligroin 
reinigen oder aber durch Ausziehen der Säure mit wenig kaltem 
Wasser, das die Verunreinigungen ungelôst läBt. Genügend vor- 
gereinigte Säure läft sich auch durch Destillation im Vakunm 
farblos erhalten. Die reine aus Wasser umkrystallisierte Säure 
bildet bei 103—104° schmelzende Nadeln und erwies sich als iden- 
tisch mit einer Säure, die nach Wislicenus durch Addition 
von Cyklopentanon an Blausäure und Zerlegung des entstandenen 
Nitrils durch Salzsäure dargestellt war. 

Wird die Oxysäure aus :Cyklohexanondibromid mit Bleisuper- 
oxyd und verdünnter Schwefelsäure erwärmt, so entwickelt sich 
stürmisch Kohlendioxyd und es entsteht Cyklopentanon, das 
durch Überführung in die bei 191° schmelzende Dibenzyliden- 
verbindung und das bei 209—210° (bei schnellem Erhitzen 
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(216—217 °) schmelzende Semicarbazon leicht identifiziert werden 
xonnte. 

Alle geschilderte Reaktionen verlaufen so schnell und leicht, 
da man die Abwandlung von Cyklohexanon in Cyklopen- 
tanon ganz gut zu einem Vorlesungsversuch ausgestalten kann. 
Wie man sich den Verlauf der Hauptphasen der Reaktion vor- 
stellen kann, ist an dem weiter oben gewählten Beispiel der 
Umwandlung eines hexacyklischen Dibromids in eine pentacyklische 
Verbindung bereits angedeutet. Eine ausführliche Diskussion der 
sich bei dieser und analogen Umformungen abspielenden Vorgänge 
soll an anderer Stelle erfolgen. 


2. Überführung von 1,2 Methyleyklohexanon in 1,2 Methyleyklopentanon. 


Die Bromierung von reinem 1,2 Methylcyklohexanon in Eis- 
essiglôsung mit 2 Mol. Brom unter den beim Cyklohexanon ange- 
gebenen Bedingungen erfolgt sehr glatt und führt zu einem leicht 
erstarrenden Dibromid CH:oBr20, das nach dem Umkrystalli- 
sieren bei 42—43° schmilzt. Die Umsetzung dieses Dibromids 
aus 1,2 Methylcyklohexanon mit Kalilauge vollzieht sich schon 
bei gewôhnlicher Temperatur mit spielender Leïichtigkeit. In 
diesem Fall gelingt es auch sehr gut, das erste Produkt der 
Reaktion zu fassen. Wenn man die erhaltene, farblose alkalische 
Lôsung filtriert, alsbald ansäuert und mit Wasserdampf destilliert, 
so geht ungemein leicht eine schneeweïke, schnell erstarrende Sub- 
stanz über, die merklich lôslich in Wasser ist, dem wässrigen 
Destillat daher durch Ausschüttelung mit Âther entzogen werden 
mu, wenn man Verluste vermeiden will. 

Im Âther ist die Verbindung ungemein lôslich. Wenn man 
sie aus warmem Wasser unter Zusatz von wenig Methylalkohol 
umkrystallisiert, so erhält man lange farblose Nadeln vom Schmelz- 
punkt 62—63°, deren Analyse die Formel C7 Hio O2 ergibt. 

Die Verbindung verhält sich Permanganat gegenüber stark 
ungesättigt. Sie besitzt sauren Charakter, ist lôslich in Natron- 
lauge und durch Säuren aus der Lôsung wieder fällbar, wird der 
alkalischen Lôüsung aber durch Âther nur sehr unvollkommen ent- 
zogen. Sie wirkt stark reduzierend gegenüber Silber-, Gold-, 
alkalischen Cuprisalzlôsungen. Mit Ferrichlorid gibt sie eine 
violettschwarze Färbung, so daf man ihre Anwesenheit auch in 
sehr verdünnten wässrigen Lüsungen mit diesem Reagens leicht nach- 
weisen kann. Die Substanz liefert ein normales bei 174—175° schmel- 
zendes, ziemlich lôsliches Semicarbazon C1H:00,N.NHCONEh, 
enthält also unzweifelhaft eine Ketogruppe. Ihrem ganzen Ver- 
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halten nach kôünnte man sie als ungesättigtes Ketol auffassen, 
dessen Entstehang man auf Grnnd der Annahme folgenden Reaktions- 
verlaufs deuten kann : 


Rs CH: CH 

: E | 
0 AU NUS ALES 
ei 
(222Br (HR GE Haye on 


Die Berechtigung dieser Annahme ist aber noch zweifelhaft. 

Wird die bei 62—63° schmelzende Verbindung C:Hi100: mit 
Kalilauge während 2—3 Stunden auf 130 —140° erwärmt, so ent- 
steht daraus eine Säure C7H:2 03, die in kleiner Menge sich schon 
als Nebenprodukt bei der Umsetzung des Dibromids C+ Hio Br2O mit 
. Kali bildet. Diese Säure krystallisiert aus Wasser in gut aus- 
gebildeten Krystallen vom Schmelzpunkt 74—75°, die ein Hydrat 
vorstellen. Die Analyse führt zu der Formel 2 Cr Hi: 03 + H20. 
Bei längerem Erwärmen auf 100° oder bei der Destillation im 
Vakuum, verliert die Substanz Wasser und erniedrigt den Schmelz- 
punkt, der dann sebr unscharf gefunden wird. 

Wird eine wässrige Lüsung der Säure mit Bleisuperoxyd und 
Schwefelsäure versetzt, der Destillation unterworfen, so spaltet 
sich Kohlendioxyd ab und es geht ein Keton über, das als 1,2- 
Methylecyklopentanon charakterisiert werden konnte. Das 
daraus dargestellte Semicarbazon schmolz bei 179—180° und 
erwies sich als identisch mit einem Präparat, das aus 1,2-Methyl- 
cyklopentanon (aus Campherphoron) gewonnen war. 

Diese Umformung von 1,2-Methylcyklohexanon in 1,2-Methyl- 
cyklopentanon darf als die bislang beste und bequemste (re- 
winnungsmethode für das pentacyklische Keton be- 
zeichnet werden. 

Die sich scheinbar als selbstverständlich ergebende Annahme, 
dafi die Säure C7Hi1:03 als a&-Oxycyklomethylpentancarbonsäure 


CH 
| H 
SAN 


| |NcooH 


aufzufassen sei, hat bisher durch einen Versuch diese Säure syn- 
thetisch aus 1,2-Methylcyklopentanoncyanhydrat aufzubauen, noch 
keine Bestätigung gefunden, denn die auf diesem Wege erhaltene 
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Substanz besaB von der oben beschriebenen Säure etwas abweï- 
chende Eigenschaften. 


3. Überführung von 1,3-Methyleyklohexanon in 1,3-Methyleyklopentanon. 


Die Versuche wurden sowohl mit aktivem Methyl(1)-cyklo- 
hexanon —3 (aus Pulegon) als auch mit dem inaktiven Keton (aus 
m-Kresol) ausgeführt und zwar in ganz analoger Weise wie es 
für die anderen Homologen des Cyklohexanons beschrieben worden 
ist. Da die beim Bromieren erhaltenen Dibromide nur flüssig er- 
halten wurden und keine Gewähr für Reinheit geben, so ist die 
Aufarbeitung der Reaktionsprodukte erschwert. Dazu kommt, 
da bei Meta-Stellung des Methyls zum Carbonyl der Übergang 
zu einer &-Oxysäure, bezw. einem Cyklopentanon in verschiedener 
Richtung verlaufen kann: 


a Ne 
CH CH PAIN 
e N Pub pon rs a 
| Le mn fà mo GOBR Cr EN 
Un < 0 CH: CH3 


Der Versuch hat aber gelehrt, daB die Abwandlung sich wesent- 
lich in der ersten Richtung vollzieht. Die Überführbarkeit des 
aktiven oder inaktiven Methyl(1)-cyklohexanon-3 in 
aktives bezw. in inaktives Methyl(1)-cyklopentanon-3 
konnte mit Sicherheit nachgewiesen werden. Dagegen steht die 
Durcharbeïtung der bei diesem Übergang sich abspielenden Re- 
aktionsphasen noch aus. Das bei der Umsetzung des Bromids aus 
1,3-Methylcyklohexanon sich zuerst bildende Zwischenprodukt von 
der voraussichtlichen Formel C:H:002 ist flüssig und noch nicht 
näher untersucht. Ebenso bedarf die daraus sich bildende Oxy- 
säure C7H:1:03, die bisher nur schwer in krystallisiertem Zustand 
zu erhalten war, noch eines eingehenden Studiums. 

Über den bisherigen experimentellen Befund sei vorläufig Fol- 
gendes berichtet. 

Das Bibromid aus 1,3-Methylcyklohexanon geht beim Schütteln 
mit überschüssiger Kalilauge bei gewüôhnlicher Temperatur schnell 
in Lüsung, bis auf einen geringen klebrigen Rückstand, von dem ab- 
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filtriert werden kann. Leitet man durch die angesäuerte Flüssigkeit 
Wasserdampf, so geht ein in Wasser gelôst bleibendes Produkt 
über, das mit Eisenchlorid eine blauschwarze Färbung gibt und 
mit Ather der Lüsung entzogen werden kann. Nach Entfernung 
des Âtbers hinterbleibt ein Ül, das mit essigsaurer Semicarbazid- 
lôsung eine schwerlôsliche Verbindung gibt, deren Analyse auf 
die Zusammensetzung C7 H1002+CON3H5 stimmt. 

Wird das ursprüngliche Umsetzungsprodukt zwischen Methyl- 
cyklohexanondibromid und Kali nicht direkt angesäuert, sondern 
zunächst alkalisch auf kleineres Volum eingeengt und erst dann 
mit überschüssiger Schwefelsäure versetzt und ausgeäthert, so 
geht in den Âther eine Säure (neben kleinen Mengen eines sich bald 
krystallinisch ausscheidenden, schwer lôslichen neutralen Produkts), 
die lange syrupôs bleibt. 

Wird eine wässrige Lôsung dieser Säure unter Zusatz von 
” Bleisuperoxyd und Schwefelsäure der Destillation unterworfen, so 
geht in das Destillat ein in Wasser ziemlich lôsliches Keton. 

Ist man von aktivem Methylcyklohexanon (aus Pulegon) 
ausgegangen, so ist dies Keton auch aktiv und zwar rechts- 
drehend. Es reagiert leicht mit Benzaldehyd (nach Zusatz von 
etwas Natronlauge) und die entstehende Dibenzyliden-Verbin- 
dung bildet nach dem Umkrystallisieren aus Alkohol bei 149—151° 
schmelzende gelbe Nadeln. Ist man von inaktivem Material 
ausgegangen, so schmilzt die auf entsprechende Weise gewonnene 
Dibenzyliden-Verbindung bei 155—156°. 

Die Identität dieser Verbindungen mit den aus aktivem und in- 
aktivem1,3-Methylcyklopentanon erhältlichen, ebenso schmel- 
zenden Präparaten konnte durch den Schmelzpunkt von Misch- 
proben sicher festgestellt werden. 


4. Überführung von 1,4-Methylcyklohexanon in 1,3-Methylcyklopentanon. 

Aus reinem 1,4-Methyleyklohexanon wurde beim Bromieren 
nach dem üblichen Verfabren ein flüssiges Dibromid erhalten. 
Dieses geht beim Schütteln mit Kalilauge bei gewôhnlicher Tem- 
peratur schnell in Lüsung. Âther entzieht der filtrierten Flüssig- 
keit eine geringe Menge schnell erstarrender krystallinischer Sub- 
stanz, die sich als ein Gemenge zweier durch ïhre Lôslichkeit 
unterschiedener neutraler Verbindungen erwies. Die eine ist in 
Alkohol sebr schwer lôslich und krystallisiert in durchsichtigen 
Prismen vom Schmelzpunkt 201—203°. Die zweïite, viel leichter 
lôsliche, krystallisiert in Nadeln, deren Schmelzpunkt noch nicht 
konstant zwischen 149—157° beobachtet wurde. Diese Nebenpro- 
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dukte der Reaktion sind noch nicht untersucht. Das Auftreten 
einer leicht flüchtigen, mit Ferrichlorid sich färbenden Verbindung 
ist bei der Umsetzung des 1,4 Methylhexanondibromids noch nicht 
beobachtet. Ebensowenig lieB sich das Vorhandensein grôBerer 
Mengen krystallisierter Säure beobachten, wenn das Umsetzungs- 
produkt des Bromids mit Alkali direkt angesäuert und mit Âther 
extrahiert wurde. Kocht man dagegen die alkalische Lüsung etwas 
ein, so findet sich darin eine auf bekannte Weise leicht zu isolie- 
rende Säure vor, die schnell erstarrt. Diese Säure erwies sich 
nicht als einheitlich. In geeigneter Weise gereinigte, ganz farb- 
lose Anteile variierten im Schmelzpunkt, der auf 94—95°, 98-990, 
einmal sogar auf 99—100,5° gebracht werden konnte. Die nie- 
driger schmelzenden Anteile der Säure ergaben bei der Analyse 
einen um 0,7—0,8'°% zu geringen Kohlenstoffgehalt. Ein bei 
93—99° schmelzendes Präparat lieferte gut auf die Zusammen- 
setzung C7 H12 O3 stimmende Zahlen. 

Wurde diese Säure mit Bleisuperoxyd und Schwefelsäure er- 
wärmt, so entstand inaktives 13Methylcyklopentanon, 
das durch Überführung in das bei 185—186° schmelzende Semi- 
carbazon und in die bei 156—157° schmelzende Dibenzyliden- 
Verbindung mit Sicherheit zu identifizieren war. 

Man sollte daher annehmen dürfen, daB die Säure C7 His Os 
als «-0Oxymethyl(1)-cyklopentancarbonsäure-38 


OH 
CH |\COOH 


zu betrachten ist. Damit stimmt die Tatsache aber nicht ganz zu- 
sammen, daB eine aus inaktivem 1,3-Methyleyclopentanon durch das 
Cyanhydrat hindurch synthetisch bereitete Oxysäure der erst be- 
schriebenen zwar sehr ähnelte, aber auf keinen so hohen Schmelz- 
punkt gebracht werden konnte. Ferner bleibt es auffallend, daB die 
aus 1,3-Methylcyklohexanon durch entsprechende Abwandlungen 
gewonnene und bei der Oxydation auch 1,3-Methylcyklopentanon 
liefernde Oxysäure (s. vorigen Abschnitt 3) nur so schwer zum 
Erstarren gebracht werden konnte, während das bei der Säure 
aus 1,4-Methyleyklohexanou nicht in dem Mafe der Fall ist. Eine 
erneute Prüfung der Verhältnisse ist daher angezeigt. 
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5. Überführung von Dimethyl(1,3)-cyklohexanon-5 in Dimethyl(1,3)-cyklo- 
pentanon-4. 


Das gesättigte hexacyklische Ausgangsketon Cs H1410 wurde 
durch Reduktion des nach Knôvenagels Vorschrift bereiteten 
symmetrisch substituierten Dimethyleyklohexanon durch Wasser- 
stoff mit Chlorpalladium als Katalysator gewonnen. Bei der Bro- 
mierung in Eisessiglôsung mit 4 Atomen Brom entsteht sofort ein 
festes Produkt, das aber nicht einheitlich ist, sondern aus 2 iso- : 
meren Dibromiden besteht, von denen das eine (x) hoch schmilzt 
und von kaltem Alkali kaum angegriffen wird, während das nie- 
driger schmelzende (8) beim Schütteln mit Kalilauge bei gewôhn- 
licher Temperatur schnell in Lôsung geht. Man kann die «-Modi- 
fikation daher auf diese Weise von der B-Verbindung leicht be- 
freien, während die B-Form durch fraktionierte Krystallisation 
herausgearbeitet werden mufñ. 

Das a-Dibromid CsHi2Br20 ist in Alkohol sehr schwer 
lôslich und krystallisiert daraus in Nadeln, die bei 163—164° (bei 
sehr schnellem Erhitzen etwas hôher) unter Zersetzung schmelzen. 

Das in viel grôfierer Menge entstehende B-Dibromid kry- 
stallisiert aus Alkohol in Prismen vom Schmelzpunkt 60—61°. 
Ob die beiden Bromide chemisch oder blos pkysikalisch isomer 
sind, ist noch nicht näher untersucht. Für den vorliegenden Zweck 
kam nur die leicht mit Kali in Reaktion tretende Modifikation 
in Betracht, die nach dem erst (resagten gar nicht rein isoliert 
zu werden braucht, vielmehr kann man das erhaltene Rohbromid 
direkt nach dem Ausfällen und Auswaschen, auch wenn es noch 
nicht zum Erstarren gekommen ist, sofort mit Kali schütteln. 
Nach einigen Stunden wird das nicht in Lüsung gegangene «-Bromid 
abfiltriert und durch die angesäuerte Flüssigkeit ein Dampfstrom 
geleitet. 

Es destilliert eine schnell erstarrende Substanz von der Zu- 
sammensetzung Cs His O2 über, die nach dem Umkrystallisieren aus 
Wasser unter Zusatz von etwas Methylalkohol bei 71—72° schmilzt.: 
Da sie in Wasser ziemlich lôslich ist, muB sie dem wässrigen De- 
stillat durch Ather entzogen werden, wenn nicht grofe Verluste 
eintreten sollen. Die wässrige Lüsung färbt sich mit Ferrichlorid 
intensiv dunkel. Sie wirkt stark reduzierend, scheidet mit Semi- 
carbazidlôsungen versetzt kein Semicarbazon aus. 

Die feste Substanz ist in Alkali leicht lüslich und liefert mit 
kochendem Alkali eine Säure CsH:403, die in kleiner Menge schon 
als Nebenprodukt bei der Umsetzung des Dibromids mit kaltem 
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Kali auftritt. Am glattesten erhält man die Säure, wenn man 
die bei 70—71° schmelzende Verbindung CsH1202 mit Kali (1 :2) 
2—3 Stunden im Autoklaven auf 140° erhitzt. 

Die in üblicher Weise isolierte und gereinigte Säure Cs Hi4 Os 
schmilzt nach dem Umkrystallisieren aus verdünntem Methylalkohol 
bei 92—93, 

Mit Bleisuperoxyd und Schwefelsäure zerlegt liefert sie unter 
Kohlendioxydabspaltung: 


1,3-Dimethyleyklopentanon-4, C?Hx0. 
Diese Verbindung hat folgende Eigenschaften: 
Siedepunkt 152—154°, di? — 0,8950, np — 1,4330. 


Das in Alkohol ziemlich leicht lôsliche Semicarbazon krystallisiert 
nicht gut und schmilzt bei 165 —166°, 
Die beobachteten Umformungen finden in den Formelbildern: 


CH: ns CE: 
| Le Ja 
| Noel at HA a 


ihren schematischen Ausdruck. 


6. Überführung von Trimethyl(1,3,3)-cyklohexanon-5 (Dihydroisophoron) in 
Trimethy1(1,3,3)-cyklopentanon-5. 


Als Ausgangsmaterial diente für diese Versuche Isophoron, 
das nach Skita zu dem bei 189—190° siedenden Trimethyl(1,5,8)- 
c<yklohexanon-b, Co H16 O reduziert wurde. Aus diesem erhält man 
beim Bromieren leicht ein schôün krystallisierendes Dibromid 
CoH:4Br>0 vom Schmelzpunkt 90°. Dieses setzt sich mit Kali 
leicht zu der mit Wasserdampf flüchtigen Verbindung Co Hi4 Os 
um, die bei 89—90° schmilzt, sich mit Eisenchlorid schwarzviolett 
färbt und stark reduzierend wirkt. 

Neben der Verbindung CoH1402 entsteht, eine in Wasser 
schwer lüsliche, nicht krystallisierende, noch nicht untersuchte 
Säure und eine krystallisierte Säure, die man am besten durch 
Erhitzen der Verbindung Cs H1402 mit Kalilauge auf 140° erhält. 

Diese Säure krystallisiert aus Wasser in Borsäure ähnlichen 
Blättchen und schmilzt nach vorherigem Erweichen bei 88—89°. 
Sie hat die Zusammensetzung Co Hi6Os und ist besonders dadurch 
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ausgezeichnet, daf sie ein fast unlôsliches Ferrisalz liefert, das 
man in Form einer schaumigen Abscheidung selbst aus sehr verdünnten 
Lüsungen der Säure nach Zusatz von Ferrichlorid erhält. Aus 
dem Ferrisalz, das sich in kaltem Ammoniak lôst, kann man die 
krystallisierte Säure leicht wieder gewinnen. 

Durch Erwärmen mit Bleisuperoxyd und Schwefelsäure läft 
sich die Säure Co Hi6O3 gut in das Keton CsH110O überführen, das 
nichts anderes als Trimethylcyklopentanon sein kann. Dies 
Keton hat folgende Eigenschaften : 


Siedepunkt 159,5—161%, dis — 0,8785, nn — 1.4330, 
M — 37,31 (ber. für Os HO — 37,01). 


Es besitzt einen durchdringenden Pfefferminzgeruch. Das 
Semicarbazon krystallisiert gut aus Alkohol und schmilzt bei 
171—173,b0. 

Bei der Oxydation mit Chromsäure liefert das Keton eine 
Ketosäure CsH1403 mit gleichem Koblenstoffgehalt, deren Semi- 
carbazon Cs H:4 O2 N NHCONEH: bei 168—169° unter Zersetzung 
schmilzt. 

Die Abwandlung des Trimethy1(1,8,38)cyklohexanon-b 
zu Trimethylcyklopentanon kônnte in 2 Richtungen ver- 
laufen : 


CH: CH 
NS as ; 
pis 7 H0:C CH — | |cæ 
LA NCH NCH, 
| | CE: js ne 
SA Net PIN PS on 
HO\ GE Al CE 
HO: C” CE pe CH 


Der Abbau zu einer Ketosäure mit gleichem Kohlenstoffgehalt 
beweist, daB den erhaltenen Verbindungen der in I wiedergege- 
bene Bau zukommen muf. Die Verbindung II ist von mir kürz- 
lich übrigens auf anderem Wege erhalten und besitzt andere Eigen- 
schaften wie die angegebenen. | 
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7. Überführung von Menthon in Dihydrocampherphoron (Methyl(1)- 
isopropyl(3)-cyklopentanon-2). 

Da beim Bromieren von Menthon (Methyl(1})-isopropyl(4)- 
cyklohexanon-3) in einer Lôüsung von Chloroform ein Dibrom- 
menthon Ci10H16 Brz O vom Schmelzpunkt 79—80° erbalten werden 
kaun, ist schon vor längerer Zeit von Beckmann, Mehrländer 
und Eickelberg nachgewiesen!). Viel bequemer und in sehr 
guter Ausbeute erhält man dasselbe Bromid, wenn man unter ge- 
eigneten Bedingungen Menthon in Eisessiglüsung mit Brom ver- 
setzt. 

Beckmann schreibt den Bromatomen in dem Präparat die 
Stellung 1,4 (1) zu, es ist aber anzunehmen, daf sie der Stellung 
2,4 (IL) entspricht?): 


he ee 
| Sr NB 
LS és | de II 
MSBr Ve 
Cs Cs Hz 


Das folgt sowohl aus zahlreichen Beobachtungen, die darauf hin- 
weisen, daB die dem Carbonyl benachbart an Kohlenstoff gebun- 
denen Wasserstoffatome die durch Halogen am leichtesten ersetz- 
baren sind, dann aber auch aus den folgenden Versuchen. 

Wird das krystallisierte Menthondibromid unter zeitweiligem 
Anwärmen mit etwa 4°/ ger Kalilauge geschüttelt, so entsteht 
ein Gemenge bromfreier sehr flüchtiger Produkte der Zusammen- 
setzung Cio Hi6 O, die durch Wasserdamptf aus der Reaktionsmasse 
abgeblasen werden kônnen. Durch fraktionierte Krystallisation 
lassen sich die Bestandteile (« und B) von einander trennen. Das 
Gemenge selbst kann lange in flüssigem Zustand verharren, er- 
starrt aber beim Abkühlen und Animpfen. 


a-Verbindung C10 Hi6 O2. 
Die reine Verbindung ist in kaltem Methylalkohol and im 
Âther nicht ganz leicht lôslich und kann durch Krystallisation 
aus 2 Teiïlen Methylalkohol leicht vollständig gereinigt werden. 


1) Annal, d. Chem. 289, 376 (1895); Ber. chem. Ges. 29, 418 (1896). 

2) Die für Erklärung der Umformungen bequemste Annahme, nämlich die, 
da8 beide Bromatome an demselben Kohlenstoffatom (an C,) stehen, ist experi- 
mentell als unzulässig erwiesen. 
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Der Schmelzpunkt liegt bei 82—83° Die Substanz krystallisiert 
in Nadeln oder Prismen, deren Aussehen an krystallisiertes Men- 
thol erinnert. Der Siedepunkt liegt bei 233—234°. Die feste 
Verbindung riecht nur schwach, die Dämpfe stechend und dem 
Menthol ähnlich. Gegen Permanganat verhält sie sich ungesättigt. 
Im Wasser ist sie wenig lôslich, dagegen reichlich in verdünnter 
warmer Natronlauge. 


B-Verbindung Cio Hie O. 


Diese Substanz ist wegen ihrer groBen Lôslichkeit in orga- 
nischen Lüsungsmitteln schwer zu reinigen und vollständig von der 
a-Verbindung zu trennen. Man erhält sie aas Methylalkohol in 
dicken Prismen vom Schmelzpunkt 36—38°, die stark riechen und 
auch bei gewühnlicher Temperatur schnell verdunsten. Beim Auf- 
bewahren scheint ein Übergang in die «-Modifikation zu erfolgen. 

In Wasser und in Methylalkohol ist die B-Verbindung be- 
deutend lôslicher als die «-Verbindung, ebenso in Natronlauge. Es 
wurde beobachtet, daf bei längerem Stehen nicht zu verdünnter 
alkalischer Lôsungen der $-Verbindung «-Verbindung auskrystal- 
lisiert. Beide beeinflussen sich stark im Schmelzpunkt und Ge- 
mische kônnen schon bei Handwärme schmelzen, erstarren auch 
manchmal schwer. 

Wässrige Lôsungen wirken stark reduzierend auf Silber- oder 
alkalische Kuprisalzlôsungen. Mit Ferrichlorid färben sie sich 
blauschwarz. Mit Hülfe von Ketonreagenzien wurde bisher keine 
Umsetzung zu krystallisierten Derivaten erzielt. 

Säure CioHisOs (Methyl(1)-isopropyl(3)-«-oxycyklopentan- 
carbonsäure-2). 

Werden die Verbindungen CioHic O2 längere Zeit mit Kali 
erwärmt — am besten auf 140° — so gehen sie in eine Säure 
über, die sich daher auch schon in dem Umsetzungsprodukt des 
Menthondibromids mit Kalilauge neben CioH16O2 als sekundäres 
Umwandlungsprodukt vorfindet. 

Diese Säure wird meist von nicht krystallisierenden sauren 
Anteilen begleitet, deren Natur noch nicht aufgeklärt ist und die 
eine Reïinigung erschweren. Diese kann durch Krystallisation aus 
Benzol-Ligroïn oder, bei schon annähernd reiner Säure durch De- 
stillation im Vakuum erfolgen und schlieflicher Krystallisation 
aus viel kochendem Wasser. Den Schmelzpunkt findet man um 
95, bei sehr reinen Präparaten bei 100—101° Die Säure ist 
farblos, in kaltem Wasser schwer lôslich, mit Wasserdampf merk- 
lich, aber wenig flüchtig. Das Silbersalz ist in Wasser ziemlich 


Kgl. Ges.d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 2. 17 
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lôslich. Bei der Behandlung mit Oxydationsmitteln liefert sie 
Dihydrocampherphoron Ce: Hi O. 


Überführung der Säure CioHisOs in das Keton Co Hi O. 

Wegen der Schwerlôslichkeit der Säure in Wasser hat sich 
das in anderen Füällen empfehlenswerte Verfahren, ihre Oxydation 
unter Anwendung von Bleisuperoxyd und Schwefelsäure zu be- 
wirken als nicht besonders vorteilhaft erwiesen. Es bleibt leicht 
viel Säure unangegriffen, da vorhandene Unreinigkeiten das Super- 
oxyd umkleiden und die Reaktion hemmen kônnen. 

Will man etwas grôfiere Mengen noch nicht vüllig, für Ge- 
winnung des Ketons aber genügend reiner Säure oxydieren, s0 
hat sich folgendes Verfahren bewährt. Man bindet die Säure an 
Alkali, mischt die konzentrierte wässrige Lüsung des Salzes mit 
etwas überschüssiger Permanganatlôsung, säuert die Masse an und 
destilliert aus einem geräumigen Kolben ohne Verzug mit Wasser- 
dampf. Es geht unter starkem Aufschäumen (CO) sofort ein farb- 
loses Keton von Menthongeruch über, das nach dem Waschen mit 
verdünnter Natronlauge (um mitgerissene Säure zu entfernen) und 
Trocknen über Pottasche folgende Eigenschaften zeigt: 


Siedepunkt 184—185°, dis — 0,890, nn —1,4410, M — 41,54. 


Diese Eigenschaften stimmen vollständig mit den für Dihydro- 
campherphoron (Dihydropulegenon) ermittelten. Die Identität 
ergab sich ferner durch einen Vergleich der Eigenschaften des 
Semicarbazons (Schmelzpunkt 198—199°) mit einem entspre- 
chenden Präparat anderer Herkunft und durch einen Oxydations- 
versuch. Dabei wurde eine Ketosäure erhalten, deren Semi- 
carbazonsäure bei 163° und deren Oximsäure bei 75—76° 
schmolz und die in ihren Eigenschaften mit Präparaten überein- 
stimmten, die früher aus Pulegen erhalten waren !). 

Der Verlauf des Übergangs von Menthon in Dibydrocampher- 
phoron, das nunmebr als ein recht zugängliches Keton gelten 
kann, ist bereits in der Einleitung skizziert worden. 


8, Überführung von Tetrahydrocarvon (Carvomenthon) in Dihydro- 
campherphoron. 


(Mitbearbeïitet von W. Jessen.) 


Wenn man Tetrahydrocarvon Cio His O in Eisessiglüsung mit 
einer entsprechenden Menge Brom versetzt, so erhält man ein Di- 


1) Annal. der Chem. 327, 138. 142 (1903). 
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bromid CioHi6Br20, das vüllig verschieden ist von den Iso- 
meren, die man bei der Bromierung von Dihydrocarvon direkt 
oder in einer Eisessigbromwasserstof#f-Lüsung erhalten kann. 
Je nachdem man von aktivem oder inaktivem Keton Cio H18O aus- 
geht, erhält man auch inaktive oder aktive Präparate. 
Das neue aktive Dibromid aus Tetrahydrocarvon schmilzt 
bei 80—81°, die inaktive Modifikation bei 66—67°. Man hat 
den Verbindungen die Formel eines Dibrom(1,3)-Menthanon-2 


CH(CH:}s 
zuzuschreiben. 

Beide Bromide liefern bei der Digestion mit Kalilauge genau 
dieselben Umsetzungsprodukte wie das Menthondibromid, nämlich 
die beiden erst beschriebenen Modifikationen der Verbindung C10 Hi6 O2 
und bei weiterer Einwirkung des Alkalis die Säure Cio His O3, die 
durch Oxydation sich zu Dihydrocampherphoron abwandeln läBt, 
so daf man es also mit folgendem Übergang zu tun hat: 


CH: CH " 

| | 
ANGLE SU PONS 
DURE EAN [NCO0H ss | | 


ki Li 


CHE, CH (CH Lu (CHs) 


9. Überführung von Methyl(1)-isopropyl(3)-cyklohexanon-5 in Methyl(1)- 
isopropyl(3)-cyklopentanon-5. 


Die Untersuchung des mit Menthon und Carvomenthon iso- 
meren s-Menthon von Knôüvenagel 


CH: 
| 
x 
| | CH; 
23 EE 
TN a, 
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bot in Bezug auf sein Verhalten bei unserer Reaktion besonderes 
Interesse. Das Ausgangsmaterial, Cio HisO, wurde in früher be- 
schriebener Weise !) hergestellt. Da bei der Bromierung des Ke- 
tons unter den üblichen Bedingungen Gemische entstanden, deren 
Bestandteile noch nicht sauber getrennt werden konnten, kann die 
nachfolgende Untersuchung nur als orientierende betrachtet werden. 
Sie bedarf noch eingehenderer Durcharbeitung, denn wenn auch 
das Hauptziel: Umwandlung des hexacyklischen Ketons in ein 
um CH: ärmeres pentacyklisches, vüllig und sicher erreicht 
ist, so bleiben doch die über die Entstehung anderer Verbindungen 
gemachten Beobachtungen, sowie der Konstitutionsnachweis für 
das gewonnene Methylisopropyleyklopentanon noch ergänzungs- 
bedürftig. 

Das bei der Bromierung des Ketons Cio His O in Eisessiglôsung 
entstandene Produkt stellte ein beim Stehen Krystalle absetzendes 
ÔL vor. Die Krystalle erwiesen sich als Gemenge. Sie enthalten 
ein durch Schwerlôslichkeit in Alkohol ausgezeichnetes Dibr o- 
mid («), C10 H16 Br20, das aus Essigester in farblosen, durchsich- 
tigen, bei 133—134° schmelzenden Prismen erhalten wurde. Die 
Hauptmenge besteht aus einem viel lôslicheren Bromid (8), das 
noch nicht in reinem Zustand isoliert ist. 

Um die gewünschten Produkte zu erhalten, wurde das noch 
ôlige Rohbromid in üblicher Weise mit Kalilauge bei gewühn- 
licher Temperatur geschüttelt. Ein Teil ging in Lôsung, ein 
ziemlich erheblicher Anteil blieb als wenig gefärbte, kleberige, 
mit Krystallen durchsetzte Masse zurück. Die Krystalle be- 
standen wesentlich aus dem bei 133—134° schmelzenden Dibromid 
Ci1o H16 Br O0. Wenn man die filtrierte Reaktionsflüssigkeit erst 
alkalisch, dann angesäuert mit Wasserdampf behandelte, erhielt 
man im Destillat eine erstarrende, nach dem Umkrystallisieren 
bei 47—48° schmelzende Substanz, die bei der Analyse die Zu- 
sammensetzung C10 Hi O> ergab und alle charakteristischen Reak- 
tionen aufwies, die bei den isomeren Verbindungen aus gewühn- 
lichem Menthon beobachtet wurden, d. h. Färbung mit Ferrichlorid, 

eduktionsvermügen u.s.w. Bemerkenswert ist, da die bei 47—48 ° 
schmelzende, anfangs ganz farblose Verbindung beim Aufbewahren 
im Exsiccator nach einigen Tagen zu einem gelben Ül zerflossen war. 

Die durch Wasserdampf von der Verbindung C10 Hi6 O2 befreite 
saure Flüssigkeit wurde nun ausgeäthert. Dabei wurde in ver- 
hältnismäfig reichlicher Menge eine leicht krystallisierende Säure 


1) Ann. d. Ch. 397, 210 (1913). 
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gewonnen, die sich im Habitus von den bisher erhaltenen penta- 
cyklischen «-Oxysäuren merklich unterschied. 

Die Säure war sehr schwer lôslich in Wasser, kam aus alko- 
holischer oder ätherischer Lôüsung nicht besonders gut heraus, kry- 
stallisierte aber gut aus Essigsäure in glänzenden Blättern vom 
Schmelzpunkt 148—149°. Als Zasammensetzung ergab sich C10 His O4. 
Die Säure ist einbasisch, denn das Silbersalz zeigte die 
Zusammensetzung C10o Hi O4 Ag. Wahrscheinlich liegt eine Diox y- 
carbonsäure vor, über deren Entstehungsart noch nichts Sicheres 
angegeben werden kann. Vielleicht ist ihre Bildung auf ein in 
dem angewandten Bromid enthaltenes Tribromid zurückzuführen. 

Eine ganz andere Säure, der man die Formel Cio His Os zu- 
erteilen muf, entsteht, wenn man das Produkt Cio Hi6 O> mit Kali- 
lôsung auf 140° erwärmt. Diese Säure ist zwar nicht analysen- 
rein erhalten worden, es lieB sich aber ‘die Überführung in ein Keton 
CoHu4O durch Erwärmen ïihrer Lôsung mit Bleisuperoxyd und 
Schwefelsäure leicht bewerkstelligen. Dies Keton, das nur ein 
Methylisopropylcyklopentanon sein kann, hat folgende 
Eigenschaften : 


Siedepunkt 191—192°, die — 0,8881, nn — 1,4430. 


Semicarbazon krystallisiert nicht gut, Schmelzpunkt 150—151 °. 
Oxim Schmelzpunkt 91—92°. 

Für die Abwandlung des 1,3-Methylisopropyleyklohexanon-5 
sind folgende 2 Môglichkeiten gegeben : 


| 
| 1e 
AD “é ie ; 
Lee de 
INA NES o= _ k 
non 
. 


Die Verbindung I ist bekannt und zwar ist sie vor einiger Zeit 
von von Rechenberg und mir bei der Reduktion des ungesättigten 
Phorons 


262 0. Wallach, 


gewonnen') und hat ganz andere Eigenschaften als die neu be- 
schriebene Verbindung und da beide aus inaktivem Material gewonnen 
sind, blos physikalische Verschiedenheit daher nicht anzunehmen 
ist, wäre damit das aus dem 1,3-Methylisopropylcyklohexanon-5 
entstandene Keton als 1,3-Methylisopropylecyklopentanon-& 
anzusprechen. Alle vom Methyl(1)-isopropyl(3)-cyklopentan ableit- 
baren Ketone wären nunmebr also bekannt. Eine Zusammenstel- 
lang der beobachteten Eigenschaften gibt die folgende Tabelle. 
Die etwas von einander abweichenden Siedepunkte der isomeren 
Ketone fügen sich den früher?) von mir nachgewiesenen Gesetz- 
AM REue RQ iii cbiladiie Hit Si ans 


0: LAN ï [ \.0 
ee % de 
FA, Re 
Siedepankt 191—1920 186—187 0 184—188 0 
d 0.8881 (16°) | O,8850(20°) | 0,8875 (20°) 
nn 1,4430 1,4392 1,4400 
Semicarbazon Pl. 1601510 179 193195 0 
Ormes 91—9920 66° 77-780 


1) Annal. d. Ch. 394, 374 (1912). 
2) Annal. d. Ch. 397, 182 (1913). 


Die folgende Tabelle faft die Gesamtresultate der Arbeit über- 
sichtlich zusammen. 


* 
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Im Sommer 1913 wurden von dem leider mittlerweile verstor- 
benen Dr. A. Wacker, Leiter der bekannten Carborundwerke in 
Schachem am Bodensee dem hiesigen Mineralogischen Institut eine 
Reïhe von Carborundstufen überwiesen, deren Bearbeitung mir 
Herr Geh.-Rat Mügge überlieB, wofür ich auch an dieser Stelle 
meinen Dank aussprechen môchte. 

Unter den Stufen zeichnete sich eine durch die hervorragende 
Klarheit ihrer Kristalle aus, sodaB sie zur Feststellung der bislang 
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our mangelhaft bekannten physikalischen Konstanten des Carbo- 
runds anregte.  Anfänglich beabsichtigte ich nur einige der wich- 
tigsten Konstanten, wie Brechungsindices und Dichte, bei Zimmer- 
temperatur zu bestimmen und einige Âtzversuche anzustellen. Im 
Laufe der Arbeit erwies sich aber der Carborund als ein Kürper 
von so interessantem physikalischen Verhalten und so geeignet zu 
Versuchen bis zu hohen Temperaturen hinauf, daB ich den Kreis 
meiner Untersuchung weiter und weiter ausdehnte, soweit es die 
Hilfsmittel unseres Instituts gestatteten. So veränderte sich das 
Ziel der Arbeit dahin, nicht mehr einzelne Konstanten des Carbo- 
runds zu ermitteln, sondern vielmehr nach Môüglichkeit die Zusammen- 
hänge zwischen den verschiedenen physikalischen Eigenschaften 
aufzudecken. Eine befriedigende klare Vorstellung aller im Kristall 
sich vollziehenden Vorgänge zu gewinnen, scheitert daran, daf 
unsere heutigen Kenntnisse eine lückenlose Zurückführung der 
Eigenschaften eines Stoffes auf seinen strukturellen Aufbau noch 
nicht gestatten. So ist auch das Endziel dieser Arbeit nicht er- 
reicht und war naturgemäf nicht zu erreichen. Was die vorlie- 
gende Abhandlung bietet, ist eine Summe von Einzelergebnissen, 
welche nur zum Teil durch das sichere Band einer exakten Formel, 
meist aber nur durch die lose Verbindung der Hypothese zu einem 
Gesamtbilde vereinigt werden konnten. 

Der vorliegende erste Teil der Untersuchungen behandelt neben 
einigen kristallographisch-chemischen Beobachtungen die optischen 
Eigenschaften des Carborunds, soweit sie erforscht wurden. Der 
im nächsten Hefte dieser Zeitschrift erscheinende zweite Teil 
der Arbeit wird die Beobachtungen der elektrischen Leitfähigkeit, 
der thermischen Ausdehnung und der spezifischen Wärme bringen. 


A. Einige kristallographisch - chemische Eigenschaften. 


Säntliche in dieser Arbeit mitgeteilten Untersuchungenwurden . 
an dem Material der einen ausgezeichneten Stufe ausgeführt. Die 
dickeren und grôBeren Kristalle waren meist schwach rauchgrau 
bis bläulichgrau durchsichtig, enthielten aber häufig zonenartig 
eingelagerte dunkle Teile, welche bei dem zu Messungen ver- 
wandten Material sorgfältig entfernt wurden; die dünneren und 
kleineren Kristalle waren meist wasserhell oder zeigten nur eine 
ganz schwache bläulichgraue Trübung. Der Habitus war der ge- 
wôbnliche, d.h. an den Kristallen waren vorwiegend die Basis- 
flchen entwickelt, von denen in der Regel die eine erheblich 
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grôBer als die andere war, welcher Unterschied mit abnehmender 
Dicke der Kristalle naturgemäf mehr und mehr verschwindet. 
Einzelne Kristalle waren dagegen nach der c-Achse gestreckt und 
zeigten einen auferordentlichen Reichtum an Pyramidenflächen. 
Auf eine kristallographische Durchmessung dieser Flächen wurde 
verzichtet, da hierüber bereïts die erschôpfenden Untersuchungen 
von Frazer‘), Becke?), Rinne*) und Negri“) vorliegen. 


1. Zwillingsbildung. 


Die bereits von Frazer beobachtete Zwillingsbildung nach der 
einen Pyramide trat auch an der von mir untersuchten Stufe 
mehrfach auf, und ich hade an drei Kristallen, welche nach diesem 
Gesetze verwachsen waren, die Neigungswinkel der Basisflächen 
gegeneinander mit Hilfe eines kleinen Goniometers, welches 30 
abzulesen erlaubt, gemessen. Es ergaben sich die Werte: 1090 25’ 45" 
resp. 15”, während Frazer 109°29' und Becke 109227’ 7” beob- 
achteten. Die Annäherung, welche die Kombination der Carbo- 
rundkristalle nach dem vorliegenden Zwillingsgesetze an das regu- 
läre System zeigt, ist demnach bei meinen Werten weniger ausge- 
sprochen als bei den früheren Bestimmungen. 


2. Âtzfiguren. 


Von Becke!) sind durch Âtzen der Kristalle mit Soda-Salpeter- 
schmelze auf der kleiner entwickelten Basisfläche kleine sechsseitige 
Âtzeindrücke erhalten, welche die Dreizähligkeit der Vertikalachse 
dadurch erwiesen, daf je drei der Seiten des Sechsecks etwas kürzer 
waren als die übrigen. Auf der grôferen Basis wurden keine Âtz- 
eindrücke erhalten, diese Fläche wurde vielmehr gleichmäfig matt. 
Aus dieser Verschiedenheit im Verhalten der beiden Basisflächen 
ging die Polarität der Vertikalachse und damit die Zugehôürigkeit de 
Carborunds zur zweiten hemimorphen Tetartoedie des hexagonalen 
Systems hervor. Ich habe zahlreiche Âtzversuche angestellt, um 
auch auf den Pyramidenflächen und der grôBeren Basis Atzfiguren 
zu erhalten, deren wichtigste Ergebnisse die folgenden sind. 

Ein Kristall, welcher in einer Schmelze von K2COs + KNOs 
(2:1) zwei Minuten bei heller Rotglut geätzt wurde, zeigte auf 
der kleineren Basis scharfe sechseckige Eindrücke, bei welchen 


1) Frazer, The Journal of the Franklin Institute. 136. 1893. p. 287. 
2) Becke, Z f. Krist. 24. 1895. p. 537. 

8) Rinne, N. J.f. Min. 1897. IL. p. 1. 

4) Negri, Riv. di miner. e cristal. ital. 29. 1903. p. 35. 
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aber alle sechs Seiten keinen merklichen Längenunterschied auf- 
wiesen. Die grôfiere Basis war gleichmäfig matt geworden. 

Ein Kristall, welcher in drei die beiden Basisflächen verbin- 
denden benachbarten Zonenhälften gut ausgebildete Pyramiden- 
flächen und auch das — allerdings schmale — Prisma aufwies, 
während der übrige Teil des Kristalls durch Bruchflächen begrenzt 
war, wurde vor dem Âtzen gemessen. Als der Kristall eine halbe 
Minute in die Pottasche-Salpeterschmelze bei Rotglut eingetaucht 
gewesen war, Zeigte die mittlere der drei Zonenhälften die in Ta- 
belle 1 beschriebene Anätzung, während die beiden anderen Zonen 
keine kristallographisch begrenzten Âtzeindrücke erkennen liefien. 


Tabelle 1. 


Âtzung mit K, CO, + KNO; (2: 1). 
Âtzungsdauer 1/, Minute bei Rotglut. 


Die Fläche | 
bildet mit 
der kleine- 
ren Basis 
den Winkel : 


Ten 00 Scharfe Âtzeindrücke mit der Umrandung eines gleichzeitigen Sechs- 
ecks, begrenzt von 6 Prismenflächen. Âtzeindrücke oft in Reihen 
angeordnet, welche sich unter 60° schneiden. 

2) 54045’ | GroBe Âtzeindrücke von der Form {\; die Spitze ist der kleinen 
Basis zugewendet. 


3)" 6203 ÂÀtzfiguren wie bei 2), nur schmaler. 

4) 70933’ 2 PA, MEN 

5) 79958! » DUR 3). 

G6)#90? 1! » » 5), aber sehr vereinzelt. Die wenigen Âtzein- 


drücke gehen über die ganze schmale Fläche hinweg. 

7) 99259’ | Âtzfiguren wie 6), nur von etwas gedrungenerer Form. 

8) 10930’ | Rundliche bis eiformige Âtzeindrücke. 

9) 117055 | Die auBerordentlich, schmalen Flächen sind in ibrer ganzen Ausdeh- 


10) 124259 nung corrodiert. 
11) 180° AubBerordentlich kleine Âtzeindrücke, deren Form nicht erkennbar ist. 


Die von Becke aus den Âtzeindrücken der Basisflächen gezo- 
gene Folgerung der Polarität und Dreizähligkeit der Verticalachse 
des Carborunds wird demnach durch die Âtzfiguren auf Pyramiden- 
und Prismenflächen bestätigt. Als der untersuchte Kristall noch- 
mals eine Minute in derselben Schmelze geätzt wurde, blieben die 
Erscheinungen dieselben, nur verloren die Âtzeindrücke an Schärfe 
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und wurden breiter, während die schmaleren Flächen durch Cor- 
rosion vôllig verschwanden. Trotz vielfacher Versuche ist es mir 
nicht zum zweiten Male gelungen mit dem gleichen Âtzmittel gute 
Eïndrücke auf Prismenflächen zu erhalten, stets wurden diese nur 
äuferst schmal auftretenden Flächen durch Corrosion vüllig ge- 
rundet. 

Um auf den Flächen, welche bei Anwendung des Pottasche- 
Salpetergemisches bereits vüllige Corrosion zeigen, erkennbare Àtz- 
eindrücke zu erzielen, wurden Versuche mit der nur langsam wir- 
kenden Boraxschmelze ausgeführt, welche von Erfolg begleitet 
waren. Beim Atzen bei ca. 1000° wurden auf beiden Basisflächen 
Eindrücke in Form gleichseitiger Sechsecke erhalten, wobei die 
Sechseckseiten auf beiden Flächen einander parallel liegen. Der 
einzige Unterschied ist der, daf die Eindrücke auf der grôBeren 
Basis kleiner und weniger ausgeprägt ausfallen als auf der klei- 
neren Basis. Auf den schmalen Prismenflächen wurden verein- 
zelte flache bisymmetrische Âtzgruben von Rechteckform beob- 
achtet. 

Als sehr gut wirksames Âtzmittel hat sich ferner reines 
Kaliumkarbonat erwiesen, das vor dem Salpetergemisch den grof$en 
Vorzug hat, Platintiegel nicht erheblich anzugreifen. Nur muf 
man bei dieser Schmelze die Âtzung bei relativ hohen Tempera- 
turen — Gelbglut etwa — vornehmen. Reiner Salpeter dagegen 
greift die Kristalle so gut wie garnicht an. 


3. Chemische Zusammensetzung. 


Zur Ausführung der Analyse wurde der Carborund môglichst 
fein gepulvert und zwar für die Bestimmung des Siliciumgehaltes 
in einem Stahlmürser, für die des Eisengehaltes in einer Achat- 
reibschale. Das Pulver wurde mit etwa der 6 fachen Menge Na CO: 
gut gemischt in einem Platintiegel bei etwa 900° aufgeschlossen. 
Steigt die Temperatur bedeutend hôher, so wird die Reaktion so 
stürmisch, da8 der Inhalt des Tiegels leicht zum Überschäumen 
kommt. In etwa 5 Minuten ist der AufschluB vollendet, wobei 
im Anfange lebhaft, dann allmählich nachlassend/bedeutende Mengen 
eines brennbaren Gases — offenbar CO — entweichen. Die erkal- 
tete Schmelze lôst sich in Wasser abgesehen von den Eisenhydroxyd- 
Flocken restlos auf. Die Reaktion beim Aufschluf scheint dem- 
nach entsprechend der Formel zu verlaufen: 


CSi +3 Na COs = Na SiOs + 2 Nas O + 4C0. 


über einige physikalische Eigenschaften des Carborunds. I. 269 


Die Analyse ergab: 
Si 69,53 ‘/0; Fe 0,77 ‘Jo, 


daneben Spuren von Al und Mg, dagegen kein Ca oder Mn. 

69,53 /o Si erfordern zur Bildung von CSi 29,38 °/o C. Der 
hiernach noch verbleibende Rest von 0,32 ° wird an das Eisen in 
Form eines Carbids gebunden sein. 


B. Physikalische Eigenschaften. 
I. Optische Figenschaften. 


1. Brechungsindices. 


a. Messungsmethode. 

Zur Messung der Brechungsindices wurden von ausgesucht 
‘klaren Kristallen zwei Prismen hergestellt, deren brechende Kante 
der kristallographischen Vertikalachse parallel lief. Das rohe An- 
schleifen der Flächen geschah mit einem Wülfingschen Schleifdrei- 
fufe, welcher unter Verwendung eines Heifluftmotors durch die 
von Wülfing angegebene Anordnung maschinell bewegt wurde, auf 
einer GuBstahlplatte mit Carborundpulver. Das Feinschleifen er- 
folgte mit der Hand auf einer matten Glasplatte mit feinem bis 
feinstem Carborundpulver. Zum Polieren diente zunächst feinster 
Carborundstaub mit Glasstaub, dann Diamantine. Die erzielten 
Flächen lieferten tadellos scharfe Reflexe. 

Das erste Prisma (Prisma I) hatte eine brechende Kante von 
0,85 mm, Seitenflächen von 3 mm Länge und einem brechenden 
Winkel von 35°19/15”. Mit der Basis bildeten die Prismen- 
flächen Winkel von 89°58’30" bezw. 90°5’45”. Das zweite Prisma 
(Prisma Il) hatte entsprechende Dimensionen von 0,5 mm und 3 mm. 
Die Prismenflächen schlossen mit der Basis die Winkel 90°0’30” 
und 89°51’30” ein. Der brechende Winkel des Prismas IT war so 
gewäblt, daf er in dem im Institute vorhandenen Eykmann-Rinne-, 
schen Erhitzungsofen zum Goniometer zur Messung der Brechungs- 
indices mit Hilfe des Minimums der Ablenkung benutzt werden 
konnte. Er betrug 22°36’41”. 

Beide Prismen waren nicht ganz frei von dunkleren Einlage- 
rungen, doch war das zweite weit homogener und lichtstärker als 
das erste. Bei dem ersten Prisma waren äuferst feine Einschlüsse 
in regelmäfigen Abständen parallel der Basisfläche eingelagert, 
welche als Gitter wirkten. Hierdurch kam es, daf dies Prisma 
neben dem gebrochenen ordentlichen Bilde zwei auBerordentliche 
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Bilder zeigte, von denen das eine von den direkt den Kristall 
durchsetzenden Strahlen, das zweite aber von den Strahlen, welche 
beim Eintritt in das Prisma gebeugt, an der Basis reflektiert 
wurden und unter nochmaliger Beugung aus dem Prisma austraten, 
herrührte. Die auf diese Weiïise entstehenden zwei auferordent- 
lichen Bilder, welche an Helligkeit einander für manche Spektral- 
farben gleichkamen, lagen so dicht bei einander, daf die Bestim- 
mung des auferordentlichen Brechungsindex ungenau wurde. Es 
ist daher mit dem Prisma I nur der ordentliche Brechungsindex 
gemessen worden. 

Auferdem war mir noch ein drittes Prisma (Prisma III) von 
Herrn Dr. Simon freundlichst zur Verfügung gestellt worden, 
welches aus dem gewôhnlichen schwarzen Carborund so scharf zu- 
geschliffen war, daf es unmittelbar an der brechenden Kante, 
welche der kristallographischen Vertikalachse parallel lief, genügend 
Licht durchlief, um die Brechungsindices messen zu kônnen. Natur- 
gemäB waren infolge der vielfachen Einlagerungen die gebrochenen 
Bilder nicht so scharf wie bei den beiden andern Prismen, aber 
für die Entscheidung der Frage, ob die färbenden Beimengungen 
des Carborunds den Brechungsindex beeinflussen, war die Mefñ- 
genauigkeit hinreichend gro8. Der brechende Winkel dieses Prismas 
betrug 33°53’6”. 

Die Messungen wurden zunächst mit einem kleinen Goniometer 
von Fuef (Modell III) ausgetührt, welches 30” abzulesen gestattete. 
Die hiermit ermittelten Brechungsindices sind bei dem hohen 
Brechungsvermügen des Carborunds bei Prisma IT für eine Wellen- 
linge von 500uu nur auf 7 Einheiten der 4. Dezimale genau. 
Die Beleuchtung des Goniometers mit homogenem Licht erfolgte 
durch einen Wülfingschen Monochromator, auf dessen Eintritts- 
spalte der Krater einer Kohlenbogenlampe, dessen Austrittsspalt 
auf dem Goniometerspalt abgebildet wurde. Die Trommel des 
Monochromators war durch zahlreiche Spektrallinien einer Aichung 
unterzogen, welche während der Messungen durch Vergleich mit 
dem Spektrum einer Heliumrôühre häufñig kontrolliert wurde. Im 
Laufe der Untersuchung erwies sich aber diese Beleuchtungsvor- 
richtung als wenig zuverlässig; die Wellenlänge des aus dem 
Monochromator austretenden Lichtes veränderte sich während der 
Messungen offenbar infolge der bei der intensiven Beleuchtung 
auftretenden Erwärmung bisweilen um 3 uu. Das bedingte bei den 
Messungen im Violett bedeutende Fehler. Ferner müssen bei der 
geschilderten Beleuchtungsweise Monochromator und Goniometer 
unverrückbar gegeneinander feststehen, sonst künnen eintretende 
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Verschiebungen zu erheblichen Fehlern Anlafñ geben, da ja bei 
der getroffenen Anordnung der Groniometerspalt nicht mit diffusem 
Lichte beleuchtet wird, also nicht ,selbstleuchtend“ ist. Eine Matt- 
scheibe zwischen Monochromator und Goniometer einzuschieben, 
war infolge der durch die Kleinheit der Prismen und die Verwen- 
dung des aufBerordentlich viel Licht abfangenden Monochromators 
bedingten geringen Lichtintensität ausgeschlossen. Diese erforder- 
liche absolut feste Aufstellung war aber im hiesigen Institut nicht 
herzustellen, soda auch diese zweite Fehlerquelle auf die Messungs- 
resultate ungünstig einwirken mufBte. Mit dieser demnach nicht 
enmwandfreien Anordnung sind die in den Tabellen 2 und 6 mit- 
geteilten Messungen erhalten. 

Alle übrigen Messungen sind mit einer von diesen Fehler- 
quellen freien Anordnung, welche au$erdem noch mehrere Vorteile 
bot, ausgeführt worden. ÆEs wurde hierbei ein Goniometer von 
+ FueB benutzt, dessen Teilkreis in Minuten geteilt war, dessen 
Schätzmikroskope aber bequem 6’, bei hinreichender Übung sogar 
etwa 2” abzulesen gestatteten. Leider entsprach die optische 
. Ausstattung des Instrumentes nicht der Güte der Teilung. Infolge 
der besonders für violettes Licht äuBerst mangelhaften Korrektion 
der Linsen betrug die MeBgenauigkeit nur ca. 6”, im Violett sogar 
nur ca. 10”. 

Zur Beleuchtung diente entweder eine Quecksilber-Quarzglas- 
bogenlampe, für deren gütige Zurverfügungstellung ich Herrn Dr. 
Rose zu Dank verpflichtet bin, oder eine selbstregulierende Kohlen- 
bogenlampe mit 2 gleich dicken Kohlenstäben, welche in einer 
etwa 3 mm weiten Bohrung mit festoestampftem gut getrockneten 
Ba CO: gefüllt waren. Um einen môglichst langen Flammenbogen 
und so eine vom kontinuierlichen Spektrum freie Lichtquelle zu 
erhalten, wurde die untere Kohle durch ein Gewicht beschwert. 
Der Flammenbogen wurde auf einer unmittelbar vor dem Colli- 
matorspalte befindlichen Mattglasscheibe abgebildet. Ein Mono- 
chromator war überflüssig, da die Dispersion des Carborundprismas 
vüllig hinreichte, um die hervortretenden Spektrallinien des Queck- 
silbers wie des Bariums so weit zu trennen, daB nirgends sich die 
gebrochenen Bïlder überlagerten oder stôrten. Zwischen Colli- 
mator und Prisma konnte ein gegen eine genaue Teilung drehbarer 
Nicol eingeschaltet werden, um so die ordentlichen oder auferor- 
dentlichen Bilder getrennt beobachten zu kônnen. Selbst bei der 
Anwendung dieses Nicols war die Beleuchtung so intensiv, daB die 
Einstellungsgenauigkeit gegen die frühere Anordnung auf gut das 
Doppelte wuchs. Bei den hellsten Spektrallinien war es nôtig noch 
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eine zweite Mattscheibe einzuschalten. Aufer dem Vorzuge, daf 
sie die früheren Fehlerquellen ausschaltete, bot diese Anordnung 
noch den Vorteil, die Messungen der Brechungsindices durch das 
ganze Spektralgebiet hindurch schnell nach einander ausführen zu 
kôünnen, ohne erst am Monochromator die erforderlichen Einstel- 
lungen und die Kontrolle mit dem Heliumspektrum vornehmen zu 
müssen, was besonders bei hüheren Temperaturen, deren genaues 
Konstanthalten auf lange Zeit recht schwierig wird, angenehm 
ist. In den hôüchsten von mir erreichten Temperaturen von 
etwa 1140, wo der das Prisma umgebende Ofen bereits selbst 
eine auferordentlich helle Lichtquelle wird, ist aber überhaupt 
nur mit dieser äuBerst lichtstarken Anordnung noch eine Messung 
môglich. 

Um die mit den genannten Lichtquellen erhaltene Dispersions- 
kurve für Zimmertemperatur zu vervollständigen und nach dem 
Rot hin zu erweitern, sind noch einige Messungen mit Hülfe des 
Wülfingschen Monochromators und der gewüôhnlichen Bogenlampe 
ausgeführt worden, bei denen aber die besondere Vorsicht getroffen 
wurde, eine Veränderung der aus dem Monochromator austretenden, 
genau einer Heliumlinie entsprechenden Wellenlänge durch an- 
dauernde Kontrolle auszuschliefen und durch zahlreiche Wieder- 
holung der Messungen die Fehler überhaupt auf ein Minimum zu 
reduzieren. 

Für die Messungen der Brechungsindizes bei hôheren Tempe- 
raturen hat sich ein kleiner elektrischer Erhitzungsofen nach Eyk- 
mann-Rinne, welcher von FueB gebaut war, ausgezeichnet bewährt. 
Das Prisma war hierbei auf einem 4 em langen Stabe aus Marquardt- 
scher Masse mit doppelter Durchbohrung aufgesetzt. Über das 
Prisma fafte ein in die Durchbohrungen greifender Bügel aus 
Platindraht, welcher ebenso wie die unpolierten Teile des Prismas 
mit Marquardtscher Masse umkleidet wurde. Nach vorsichtigem 
Trocknen wurden Stab und Prisma längere Zeit auf etwa 1000° 
erhitzt. Das Prisma saf danach vollständig fest auf dem Stab- 
ende, und ich habe bei allen Messungen selbst bis zu den hôchsten 
Temperaturen hinauf keine mefbare Veränderung der einmal vor- 
genommenen Justierung desselben feststellen kônnen. Um eine 
Zäirkulation der Luft in dem lotrecht stehenden Ofen môglichst 
auszuschalten, trug der Prismenstab unten eine Asbestscheibe, 
welche einen etwa 1 mm betragenden Abstand vom unteren Ofen- 
ende hatte, um eine freie Bewegung des Prismas zu erlauben. Das 
Innere des Ofens war bis an die durch Quarzglasscheiben geschlos- 
senen Fenster mit kleinen weichen Asbeststücken gefüllt, welche 


über einige physikalische Eigenschaften des Carborunds, I. 273 


auf der Asbestscheibe aufruhten und einen OfenabschluB gewährten, 
der die Bewegung des Prismenstabes nicht hinderte. Am oberen 
Ende des Ofens trat durch einen etwa 11/2 cm langen, der Ofen- 
üffnung gut angepaften Stopfen aus Chamotte ein Thermoelement 
ein, dessen Lôtstelle sich unmittelbar über der Mitte des Prismas 
befand. Der Stopfen war mit Wasserglas an die untere Seite 
einer dicken Asbestplatte angekittet, welche ïihn am Hineingleiten 
in den Ofen hinderte und zugleich den Verschluf des Ofenendes 
noch dichter gestaltete. Bei den Messungen mit der unvollkom- 
meneren Beleuchtungsvorrichtung diente ein Platin-Platin-Iridium 
Thermoelement für die Messung aller tiber Zimmertemperatur lie- 
genden Temperaturen, bei den übrigen Beobachtungen wurde bis 
400° ein Cu-Constantan-, darüber das Pt-Pt-Ir-Thermoelement be- 
nutzt. Zur Messung der thermoelektrischen Kraft diente ein Lin- 
deckscher Kompensations-Apparat von Siemens & Halske. Das 
Pt-Pt-Ir-Thermoelement wurde vor und nach den Messungen durch 
“Vergleich mit von der P.T.R. geaichten Thermometern im Ol- 
und Luftbade bis 400°, darüber durch die Bestimmung von Schmelz- 
punkten reiner von Kahlbaum bezogener Metalle geaicht. Das Cu- 
Constantan-Thermoelement war frisch geaicht von der P.T.R. be- 
zogen worden. Als mit Hülfe der von ihr gegebenen Daten die 
beobachteten Brechungsindizes in ihrer Abhängigkeit von der Tem- 
peratur durch Kurven dargestellt werden sollten, ergab sich, daf 
alle Kurven einen Sprung zwischen den Temperaturen aufwiesen, 
wo das eine Thermoelement gegen das andere ausgetauscht worden 
war. Die Vermutung lag nahe, daB dieser Sprung in der verschie- 
denen Eintauchtiefe der Thermoelemente bei der Aichung und bei 
den Messungen seinen Grund hatte, und es wurden darum 
Aiïchungen beider Thermoelemente in dem Rinne - Eykmannschen 
Ofen selbst vorgenommen, wobei sich an der Stelle des Kristalls 
ein kleines GefäB mit der Metallschmelze befand. Es ergaben sich 
hierbei für das Cu-Constantan-Thermoelement sehr erhebliche Ab- 
weichungen gegenüber der Aichung der P.T.R., und zwar waren 
diese bei hôheren Temperaturen grôfier als bei niedrigen. Z.B.' 
wurde für den Schmelzpunkt des Zinks 398°, für den des Zinns 
219° erhalten, wenn der Berechnung die Aichung der P.T.R. zu 
Grunde gelegt wurde. Es handelte sich also um Differenzen von 
21,5 bezw. 12,9. Bei dem Pt-Pt-Ir-Thermoelement wurden keine 
über 2 hinausgehenden Abweichungen erhalten, was damit im 
Einklange steht, daf hier die Aichungen bei annähernd der gleichen 
Eintauchtiefe vorgenommen wurden wie die Messungen, während 
das Cu-Constantan-Element von der P.T.R. mit 20 cm Eintauch- 
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tiefe geaicht, bei den Messungen aber nur mit 3 cm Eintauchtiefe 
benutzt war. Durch die im Goniometerofen vorgenommenen Aichungen 
wurde eine Korrektionsformel für die Angaben des Thermoelements 
ermittelt, und bei deren Anwendung schlossen sich die bislang 
durch einen Sprung getrennten Kurvenzüge der Brechungsindizes 
zu einem einheitlichen zusammen. 

Ich gehe ausführlicher auf diese Schwierigkeiten einer genauen 
Temperaturbestimmung, welche aus einer geringen Eintauchtiefe 
des Thermoelements erwachsen, ein, weil diese Fehlerquelle — 
obwobhl ja längst bekannt und hervorgehoben — doch weit weniger 
beachtet zu werden pflegt als die übrigen an einer Temperatur- 
messung mit dem Thermoelement anzubringenden Korrektionen, 
und sie auch in den einschlägigen Werken — z. B. dem neuesten 
von Burgef und Le Chatelier — nicht in ihrer Bedeutung gewür- 
digt wird. Nun ist ja bei der Temperaturmessung in technischen 
Betrieben oder Instituten, für welche jene Bücher z. gr. T. bestimmt 
sind, meist die Eintauchtiefe eine grofe, aber bei der wissenschaft- 
lichen Untersuchung kleiner Präparate ist gerade das umgekehrte 
der Fall, und es scheint mir, als wenn die vielfachen Abweichungen 
in den Angaben über Fixpunkte reiner Substanzen von verschie- 
denen Beobachtern, welche die Grenzen der angegebenen Mefge- 
nauigkeit erheblich überschreiten, vorwiegend in der hier berührten 
Fehlerquelle beruhen kônnten. Verwendet der Beobachter ein von 
der P.T.R. (also bei 20 em Eintauchtiefe) geaichtes Thermoele- 
ment, dann kônnen sehr groBe Fehler entstehen. Aber auch wenn, 
wie üblich, das Thermoelement in einem besonderen kleinen Ofen 
vom Beobachter selbst geaicht wird, müssen sich Fehler ergeben, 
da die Bedingungen des Temperaturgefälles in dem bei der Aichung 
und dem zur Messung benutzten Ofen im allgemeinen nicht genau 
übereinstimmen werden. Diese Fehler werden naturgemäf ge- 
wôühnlich nicht sehr erheblich sein, ich habe aber doch z. B. zwischen 
der Aichung des Cu-Constantan-Thermoelementes mit Zinkschmelze 
im Eykmann-Rinneschen Ofen und der Aïchung desselben Thermo- 
elementes mit der gleichen Schmelze in einem kleinen, im hiesigen 
Institute gewôhnlich zur Aichung verwendeten Gasofen trotz der 
auBerordentlich nahe übereinstimmenden Dimensionen beider einen 
Unterschied von 2°—3° erhalten. Für genaue Temperaturmessungen 
ist demnach die Aichung im Versuchsofen selbst unerläBlich. Aber 
auch dies Verfahren bietet nur dann eine bis auf 1° genaue Kor- 
rektion, wenn dafür gesorgt wird, daB keine heftigen Luftstrô- 
mungen die herausragenden Schenkel des Thermoelementes treffen 
kôünnen, welche die Temperatur der Lôtstelle in unkontrollierbarer 
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Weise erniedrigen. Es muB dafür gesorgt werden, daf die Tem- 
peratur der aus dem Ofen ragenden Schenkel auf ca. 20 cm Länge 
bei allen Messungen wie bei der Aichung sich in gesetzmäfigem 
Verhältnisse mit der Ofentemperatur ändert, was am besten durch 
ein Umgeben der herausragenden Drähte mit einem auf den Ofen 
aufgesetzten rings geschlossenen weiten Glasrohr erreicht wird. 


b. Messungen bei Zimmertemperatur. 

Die Messungen sind in den Tabellen 2—5 zusammengefaft. 

Tabelle 2 gibt die ordentlichen Brechungsindizes gemessen an 
Prisma I mit der unvollkommenen Versuchsanordnung bei ca. 20°, 
denen die aus den weiter unten mitgeteilten Messungen am Prisma 
IT für die gleichen Wellenlängen berechneten Werte zum Ver- 
gleiche beigefügt sind. 

Tabelle 3 gibt die Brechungsindizes und die Doppelbrechung 
. nach den Messungen am Prisma II bei Zimmertemperaturen mit 
der einwandfreien Anordnung. Die Werte sind in Fig. 1 durch 
Kurven dargestellt. 

Tabelle 4 enthält die an dem schwarzen Prisma III gemes- 
senen Werte, denen die entsprechenden des Prisma II zur Seite 
gestellt sind. Die nahezu vüllige Übereinstimmung beider zeigt, 
daB die färbende Beimengung keïnen merklichen Einfluf auf den 
Brechungsindex ausübt. Dies deutet darauf hin, da die färbende 
Substanz (vermutlich Eisencarbid) mechanisch beigemengt und nicht 
in fester Lüsung vorliegt. Unter dem Mikroskop war diese Ent- 
scheidung nicht zu treffen, da die dunkeln Teiïlchen zu fein waren. 
Die Messung am Prisma IIL bei 435,86 uu ist unsicher, da infolge 
starker Absorption die gebrochenen Bilder sebr lichtschwach waren. 

Tabelle 5 gibt in der zweiten Spalte die mit Hilfe der (siehe 
weiter unten) ermittelten Koeffizienten für die Abhängigkeit der 
ordentlichen Brechungsindizes von der Temperatur für 19,7° korri- 
gierten ordentlichen Brechungsindizes, welche mit dem Prisma II 
laut Tabelle 3 gemessen sind. 

Es wurde versucht diese Werte durch die folgenden Kettler- 
Helmholtzschen Formeln darzustellen : 


m'. 2 
Formel EL n° = 1 + DL LE 
XL m'. 2 
Formel IL n° — LERETERE TE 
m' 2 
Formel IIL. v = M + FEU) Tran pis 
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Für die Konstanten berechnen sich die Werte: 


in Formell. "”'—5,55038 ; 4’ 162,895 uw, 
in FormelII. » —0,83921; m' = 5,70990; 4 = 161,00 uy, 
in Formel III. m — 3,5268; m'— 3,1129; k — 1,042 1’ — 200,29 uy. 


Die mit Hilfe dieser Formeln berechneten Brechungsindizes 
sind in Tabelle 5 den beobachteten Werten zur Seite gestellt, 
wobei die zur Auswertung der Konstanten benutzten Daten durch 
beigefügte Sterne gekennzeichnet sind. Es zeigt sich, da die 
Formel I die beste Anpassung an die Beobachtung bietet, während 
dagegen Formel III, welche das Vorhandensein eines die Indizes 
noch beeinflussenden Absorptionsstreifens im Ultrarot voraussetzt, 
die Beobachtungen am schlechtesten — ganz besonders ungenügend 
im Rot — wiedergibt. Es scheint demnach, daB beim Carborund 
eine ultraviolette Eigenschwingurg den vorherrschenden Einfluf 
auf die Dispersion ausübt. Es sei nebenbei hervorgehoben, da 

f 
DRE 
passung an die Beobachtung gewährt; für 4, berechnet sich 
213 uu. 


auch die Formel von Hartmann #—n, — eine gute An- 
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Prisma I. 
Temperatur : 20°. 
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Tabelle 3. 
Prisma II. 
; Wellen- 
lä Tempe- Tempe- a 
“RE ratur ratur ‘ Se 
uu 
435,86 || 22,00 | 2,7300 22,19 | 2,7862 0,0562 
455,4 21,2° | 2,7139 22,19 | 2,7678 0,0539 
455,4 20,3° | 2,7138 21,40 | 9,7678 0,0540 
455,4 18,0° 2,71375 20,90 2,7677 0,05395 
492,21 | 22,60 | 2,6896 22,60 | 2,7402%5 | 0,05065 
493,4 20,0 | 2,6886 21,59 | 2,7393 0,0507 
498,4 21,20 | 2,6887 22,19 | 2,7393 0,0506 
493,4 17,70 | 2,6884 20,75 | 273935 | 0,05095 
501,57 | 22,22 | 2,6843 29,20 | 273495 | 0,04995 
546,1 22,00 | 2,66305 | 22,00 | 2,7106 0,04755 
553,6 20,70 | 2,6602 21,5° | 2,7076 0,0474 
553,6 21,22 | 2,6603 22,19 | 2,7076 0,0473 
553,6 17,20 | 2,6601 20,50 | 2,7076 0,0475 
578 22,00 | 2,6516 22,09 | 2,6975 0,0459 
587,59 | 21,7 | 2,6483 21,7° | 269405 | 0,04575 
614,2 20,70 | 9,6401 21,60 | 2,6853 0,0452 
614,2 21,3° 2,6402 22,1 2,6853 0,0451 
614,2 17,19 | 2,64005 | 20,60 | 2,6853 0,04525 
649,7 20,70 | 2,6312 22,0° | 2,6753 0,0441 
649,7 21,49 | 2,63105 | 22,1° | 2,6753 0,04425 
649,7 16,70 2,63095 20,5° 2,6753 0,04435 
667,84 | 922,59 | 9,6273 22,50 | 9,6709 0,0436 
706,55 | 22,59 2,6198 | 22,00 2,6626 0,0428 
Tabelle 4. 
Prisma II. 
Temperatur : 22,50. 
Wellen- Gemessen an Prisma III || Gemessen an Prisma II 
länge 
uu | @ | € 
435,86 | 2,7307 | 2,7862 2,7300 | 2,7862 
546,1 2,6631 2,7107 2,6632 2,7106 
578,0 


.2/6513 | 2,6975 
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Figur 1. 
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Tabelle 5, 


Prisma Il. 
Temperatur: 19,79. 


Wellen- | Berecbnet Berechnet Berechnet 
länge Beobachtet|| nach Formel I nach Formel II | nach Formel III 
bu o o Di} © || ©  |Dif 
435,86 | 2,72985 || 272975 | —1 | 27297 |—1,5| 2,7301 | +25 
455,4 | 2,7138 2,7138x%| 0 2,7138%| 0 2,7138%| O0 
492,21 | 2,68945 2,68945 0 2,68945 Oo | 26893 | —1,5 
493,4 2,6886 2,68875 | +1,5| 2,6888 | +2 | 2,6886x%| 0 
501,57 | 2,68415 2,6842 |LO0,5| 26842 | +0,5| 2,6841 | —0,5 
546,1 2,6630 2,66315 | +151 26632 | +2 | 26632 | +2 
553,6 2,6602 2,6602 0 2,6602 x| 0 2,6602%| 0 
578,0 2,65145 2,6513 —1,5| 2,6513 | —1,5}] 2,6514 | —0,5 
587,59 | 2,6482 2,6481 — 1 2,6481 — 1 | 2,6482 0 
614,2 | 2,64015 2,64015 0 2,64015 0 2,6402 | + 0,5 
649,7 2,6311 2,6311%! O0 | 26311x! 0 2,6311 % 
667,84 2,62715 2,62705 | —1 2,6271 — 0,5] 2,6270 | —1,5 
706,55 | 2,61965 2,69155 | —1 2,6195 À —1,5| 2,6191 | —5,5 
| | | | 


Die Brechungsindices des Carborunds für Na-Licht bei Zimmer- 
temperatur sind bereits durch Becke (1 c.) angenähert bestimmt 
worden. Der ordentliche Brechungsindex wurde an einem dünnen 
Kristallblättchen nach der Methode von Duc de Chaulnes, die 
Doppelbrechung nach der Mallardschen Methode ermittelt. Die 
sich hieraus ergebenden Werte waren: 


o — 2,786; & — 2,832; s—œ — 0,046. 
Nach meinen Messungen ergeben sich für Na-Licht die ebenfalls 
auf drei Stellen abgerundeten Zahlen: 
1 om — 2,648; s — 2,694; e&—œ — 0,046. 


Es zeigt sich an diesem Beispiele wiederum einmal deutlich, wie 
unzuverlässig bei Verwendung dünner Blättchen die Duc de Chaulnes- 
sche Methode ist. Die Werte für die Doppelbrechung sind dagegen 
von einer überraschenden Gleichheit. 


c  Messungen von 20° bis 1140. 
Diese Messungen sind in den unten folgenden Tabellen 6—12 
l zusammengefafit. Tabelle 6 enthält die Messungen der beiden 
Brechungsindizes am Prisma II mit der unvollkommeneren Ver- 
suchsanordnung für verschiedene Temperaturen. Es geht aus den 
Werten hervor, daB die Brechungsindizes im Violett schneller an- 
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wachsen als im Rot und zwar die auferordentlichen schneller als 
die ordentlichen. Dies deutet darauf hin, da sich der ultravio- 
lette Absorptionsstreifen mit steigender Temperatur nach grüBeren 
Wellenlängen verschiebt, und daf das Absorptionsgebiet für den 
auBerordentlichen Strahl bei grôBerer Wellenlänge liegt als für 
den ordentlichen. Die mitgeteïlten Zahlen besitzen keine hohe 
Grenauigkeit, da aufer der Fehler verursachenden Beleuchtungs- 
anordnung auch die Temperaturmessung keine sehr genaue war. 

Die Tabellen 7—11 geben für fünf verschiedene Wellenlängen 
die Messungen des ordentlichen Brechungsindex am Prisma IL mit 
der einwandfreien Versuchsanordnung und guter Temperaturbestim- 
mung bei verschiedenen Temperaturen. Jeder mitgeteilte Wert 
ist das Mittel aus mehreren Messungen, bei deren jeder vollkom- 
menes Temperaturgleichgewicht erreicht war. Die Mittelwerte 
wurden in der Weise erhalten, daf aus den bei nur wenig (max. 
15°) auseinander liegenden Temperaturen erhaltenen Werten das 
arithmetische Mittel gebildet wurde. 

Für die Wellenlängen 455,4 uu und 493,4 uu muften die Mes- 
sungen bei 432° bezw. 899 abgebrochen werden, weil oberhalb 
dieser Temperaturen die betreffende Wellenlänge infolge eintre- 
tender Absorption nicht mehr durchgelassen wurde. Es sei er- 
wähnt, daB sich am Carborund die Babinetsche Regel, daB der 
stärker gebrochene Strahl auch stärker absorbiert wird, bewährte, 
indem stets der ordentliche Brechungsindex sich etwas weiter hinein 
. ins Violett messen lieB als der auBerordentliche. Es liegt eben 
für den auferordentlichen Strahl die ultraviolette Eigenschwin- 
gung bei etwas grôBerer Wellenlänge als für den ordentlichen. 

Die Abhängigkeit der Brechungsindizes für die fünf benutzten 
Wellenlängen von der Temperatur wurde durch Gleichungen von 
der Form n, = n,(1+at+8t*) dargestellt. Mit Ausnahme der 
Wellenlänge 455,4 uu, wo nur drei Messungswerte vorlagen, 
wurden die Konstanten der Formeln durch Anwendung der Me- 
thode der kleinsten Quadrate ausgewertet. Es ergaben sich: 


für 4554uu n — 2,712b5(1 + 2,3210 >< 10 6+ 11,237 >< 10€), 

» 98,4 , n, = 2,68751 (1 + 2,1599 >< 10 4+ 10,073 >< 10€), 

» 008,6 , #4, — 2,65921(1 + 2,0689 x 107#+ 8,063 >< 107°#°), 

» 6142 , on, — 2,63915(1 + 2,0060 >< 10%4+ 7,831 >< 10€), 

» 649,7 , n — 2,6301s(1+2,0031 <10#+ 7,241 x 107°#). 
In den Tabellen 7—11 sind die mit Hilfe dieser Formeln berech- 
neten Brechungsindizes den gemessenen beigefügt. 
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In Fig. 2 ist der Gang des ordentlichen Brechungsindex mit 
der Temperatur für diese fünf Wellenlängen durch Kurven dar- 
gestellt. 

Tabelle 12. Die in obigen fünf Formeln auftretenden Kon- 
stanten « und 8 wurden durch Interpolationsformeln in ihrer Ab- 
hängigkeit von der Wellenlänge dargestellt, um für jede beliebige 


. Wellenlänge und Temperatur innerhalb der Beobachtungsgrenzen 


den ordentlichen Brechungsindex berechnen zu kônnen, was für 
die Auswertung der weiter unten mitgeteilten Extinktionskoeffi- 
zienten wünschenswert war. Die Ausgleichung der « und 8 Werte 
mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate durch eine Formel 
von der Form « — a+2+ c4° ergab keine sehr gute Anpassung 
an die gefundenen Werte, sie genügte aber vollkommen für den 
bezeichneten Zweck. Eine Formel von der Form « — a+ b2° + c1‘ 
gab keine bessere Annäherung. Die Abhängigkeit der beiden Koef- 


. fizienten von der Wellenlänge ist demnach durch die Formeln ge- 


geben: 

a, = 6,251 >= 107 — 1,364 >< 107 4 + 1,095 >= 107°4?, 

B, = 3,846 = 10% — 8,769 >< 10714 + 6,120 >< 107'* 42. 
In der Tabelle 12 sind die nach diesen Formeln berechneten Koef- 
fizienten den experimentell gefundenen beigefügt. 


“Tabèlle 6: 


Prisma Il. 
| 
Wellen- 
linge 290 4560 5850 7589 
uu 


2,7890 2,8052 2,8239 
0,0549 0,0572 0,0592 


| 2,7341 9,7460 2,7647 


2,6843 2,7150 2,7263 2,1414 
2,7343 2,7678 2,7795 2,1962 
0,0500 0,0528 0,0530 0,0548 


2,6273 2,6534 |  2,6629 2,6759 
2,6709 2,6990 27090 | 2,7234 
0,0436 | 0,0456 0,0461 0,0475 
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Tabelle 7. 
Prisma IH. 
1 — 455,4 uu. 
Tempe- Fou F Fe 
ratur er : 
Mes- Dif. 
o Cels. |U082 | Eeobachtet| berechnet 
16,5 7 | 27136 | 2,7136x | 0 
243,6 3 27297 | 2,7297% | 0 
432,2 5) 2,74555 | 2,74555x|| 0 
Tabelle 8. 
Prisma Il. 
1 = 493,4 uw. 
Tempe- Fr ps 
ratur er . 
Mes- Diff. 
o Cels. | SU08€2 |hoobachtet | berechnet 
16,2 7 2,6884 2,6884 0 
244,7 3 9,7034 2,7033 |—1 
432,1 4 2,7179 2,7177 |—2 
595,6 6 97314 27316 |+2 
794,7 6 2,75065 2,7507 |+ 0,5 
898,7 8 2,7617 2,616 |—1 
Tabelle 9. 
Prisma Il, 
2 = 553,6 uy. 
Tempe- | Zahl : : 
ratur er : 
Mes. Diff. 
o Cels. | SU08€2 |hoobachtet| berechnet 
16,1 7 | 2,6600 2,6601 À +1 
245,6 o 2,6742 8,6741 | —1 
433,0 | 4 2,6875 2,6873 — 2 
596,2 6 2,7000 27001 | +1 
794,5 | 6 2,7172 2,7174 | +2 
895,2 4 2,7269 _2,7268 — 1 
959,8 2 2,7332 CREER ES 
1141,2 3 2,7513 2,7518 | +5 
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Tabelle 10. 
Prisma II. 
1 — 614,2 uu. 
Tempe- Zahl 
ratur der val ju if 
Mes- Diff, 
o Cels. | 418 |heobachtet | berechnet 
16,9 7 2,6400 2,6400 0 
245,3 3 2,6534 2,6534 0 
433,8 4 2,6662 2,6660 |— 2 
595,3 6 2,6778 2,6780 |+2 
796,1 6 2,6943 26944 |+1 
896,9 4 2,70335 2,7033 |—0,5 
953,0 2 9,7084 2,7084 0 
11405 | 3 27260 | 2,7264 +4 
Tabelle 11. 
Prisma II 
1 — 649,7. 
Tempe- Fu a “ 
ratur er if 
Ms: Diff. 
0 Cels. | SUBER |heobachtet| berechnet 
} | Fr 
16,2 T° 2,6811 26310 |—1 
247,7 8 2,6442 2,6443 |+1 
430,4 3 2,65635 | 2,65635 | 0 
592,8 6 2,6681 2,6681 0 
) 790,5 6 2,68365 2,68365 0 
892,7 5 2,69235 2,69235 0 
954,5 2 2,6978 2,6978 0 
11450 | 2 | 271565 | 271545 |—9 
Tabelle 12. 
Wellen- œ x 105 B x 10° 
h. länge Ë 
ge- e- : ve- be- : 
) uu messen || rechnet Die messen rechnet RE 
( 455,4 | 2,71215]] 2,321 | 2,309 |—0,012|| 1,128 
| 493,4 | 2,6870 || 2,160 | 2,186 | + 0,026|| 1,007 
553,6 || 2,6587 2,070 2,054 |— 0,016 | 0,860 
614,2 || 2,63865 || 2,006 | 2,002 |—0,004|| 0,783 
649,7 || 2,62965 || 2,003 2,009 ||+ 0,006 | 0,724 


Figur 2. 
2,76 
9,74 
2,72 
2,70 


2,68 


0. Weigel, 
Ordentliche Brechungsindizes. 


st 1 RS D ee er roue 


0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 


Temperatur ° Cels. 


284 


[Ne] 
Œ 
Qt 


über einige physikalische Eigenschaften des Carborunds. I. 


2. Absorption. 

Wird ein klarer Carborundkristall bis dicht unter Rotglut 
erhitzt, so färbt er sich tief grüngelb, um bei erfolgter Abkühlung 
wieder ebenso nahezu farblos zu werden wie vor der Erwärmung. 
Dies Verhalten lie auf erhebliche Ânderungen der Absorption im 
Kristall mit der Temperatur schliefen, und angestellte qualitative 
Versuche bestätigten die Vermutung. Während bei Zimmertem- 
peratur sich das Absorptionsgebiet von kleineren Wellenlängen 
bis zu etwa 400 uu erstreckt, verschiebt sich diese Grenze mit 
steigender Temperatur schneller und schneller in das Gebiet des 
sichtbaren Spektrums hinein. Der Carborund eignet sich sehr gut 
für einen entsprechenden Demonstrationsversuch, da er beliebig 
häufige und plôtzliche Erhitzung und Abkühlung ohne merklichen 
Schaden verträgt; nur bei rascher Abkühlung von etwa 1000° er- 
hält er lebhafte Oberflächenfarben, welche auf einem Abblättern 
* der Oberfläche zu beruhen scheinen. Bei einem qualitativen Vor- 
versuch befand sich die etwa 0,7 mm dicke, schwach rauchgraue 
Platte (+ opt. Achse) auf einem Magnesiastifte, welcher zur bes- 
seren Befestigung des Kristalls oben geschlitzt war. Auf der 
Platte wurde der Krater einer Kohlenbogenlampe, die Platte auf 
dem Eintrittspalte eines Prismen-Spektroskops von Schmidt & 
Haensch, welches mit einer Vorrichtung für photographische Auf- 
nahmen versehen war, abgebildet. Die Tabelle 13 gibt die Er- 
gebnisse von 5 bei verschiedenen Temperaturen ausgeführten photo- 
graphischen Aufnahmen. Von den Temperaturen sind nur die zwei 
ersten annähernd sicher, die übrigen rohe Schätzungswerte. Die 
Absorptionsgrenzen wurden auf der photographischen Platte mit Hilfe 
einer zugleich mitphotographierten geaichten Wellenlängenskala 
abgeschätzt; bei der verhältnismäfig grofen Schärfe der Grenze 
sind diese Schätzungen bis auf 2 uu genau. 


Tabelle 18. 


Lage der 


Auf- : Absorptions- 
ARS Art der Erhitzung grenze 
bei uy 


1 411 
à Luftbad Et 
3 Spiritusflamme 465 
4 Bunsenbrenner 485 
5 Leuchtgas-Luft- 514 


Gebläse 
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Als der Kristall mit einem Leuchtgas - Sauerstoff - Gebläse er- 
hitzt wurde, erlitt er in seinen stärker erhitzten Teilen eine 
durchgreifende Veränderung, indem er inhomogen fleckig wurde, 
alle scharfen Umrandungen verlor, und die vorher spiegelglatten 
Flächen rauh und hôckerig wurden. Es scheint also, als ob eine 
Zersetzung des Carborunds bereits bei den angewendeten Tempe- 
raturen von ca. 1800° stattfinde. 

Bei einem anderen etwas dickeren und dunkleren Kristall 
gelang es durch Erhitzen mit einem Leuchtgas - Sauerstoffgebläse 
die Absorptionsgrenze über das ganze sichtbare Spektrum hinweg 
zu treiben, sodaB also der Carborund zu einem vôllig undurch- 
sichtigen Kôrper wurde. Bei diesen Temperaturen ist der Kristall 
so stark selbstleuchtend, da8 er im Spektroskope ein helles konti- 
nuierliches Spektrum hervorruft; aber auf diesem hellen Bande 
hebt sich als noch helleres schmaleres Band das von dem Krater 
der Bogenlampe herrührende Spektrum ab, dessen fortschreitende 
Verkürzung und schliefliches Verschwinden gut zu beobachten ist. 
Meines Erachtens dürfte die erreichte maximale Temperatur 
1700—1800° Cels. erreichen. Auch bei diesen Versuchen traten 
an den hôchst erhitzten Stellen des Carborunds Veränderungen 
hervor, die auf eine Zersetzung deuten. Eine merkliche Oxydation 
im übrigen Bereich des Kristalls ist nicht zu beobachten, der 
Kristall erhielt nur lebhafte Anlauffarben. An den zersetzten 
Stellen dagegen ist bisweilen Bildung von Kieselsäure zu erkennen, 
deren Entstehung aus dem bei der Zersetzung frei werdenden 
Siliciums sich leicht erklären würde. 

Da die Absorptionsgrenze beim Carborund recht scharf her- 
vortritt, habe ich zunächst versucht, die Verschiebung des Ab- 
sorptionsgebietes mit der Temperatur einfach durch Einstellung 
auf diese Grenze zu messen; aber die erhaltenen Resultate waren 
doch zu unregelmäfig, um brauchbare quantitative Werte zu geben, 
sodaf ich von diesem Verfahren Abstand genommen habe. Ich 
bin dann dazu übergegangen, die Absorptionskurve im ganzen sicht- 
baren Spektrum für die verschiedenen Temperaturen festzulegen, 
und aus deren Verschiebung mit der Temperatur die Wanderung 
der Absorptionsgrenze quantitativ herzuleiten. Und dieser Weg 
hat brauchbare Ergebnisse geliefert. Bei allen hier wiedergege- 
benen Messungen handelt es sich um die Absorption des ordent- 
lichen Strahles, da nur Blättchen parallel der Basis in genügender 
GrôBe und Klarheit zur Verfügung standen. 
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a. Messungsmethode. 

Die Versuchsanordnung war folgende. Ein ausgesucht klares 
Carborundblättchen war vor einem Spalte, welcher in ein Platin- 
blech geschnitten war, so befestigt, daf es die untere Hälfte des- 
selben verdeckte. Der Platinspalt war in eine in der Mitte durch- 
bohrte Thonscheibe eingesetzt, welche sich in der Mitte eines 20 cm 
langen elektrischen Ofens mit Platindrahtwickelung befand. Ein 
Pt-PtIr-Thermoelement berührte mit seiner Lôtstelle den Platin- 
spalt unmittelbar neben dem Kristall. Als Lichtquelle diente eine 
Nernst-Intensivlampe, deren Faden durch einen Kondensor auf 
dem Spalte abgebildet wurde. Obwobhl die Nernstlampe gerade in 
dem für die Versuche wichtigsten Gebiete des violetten Lichtes 
eine verhältnismäfig geringe Intensität besitzt, so verdiente sie 
doch wegen ihrer ständig gleichmäfigen Intensitätsverteilung den 
Vorzug vor allen andern Beleuchtungsarten. 

Die spektrale Zerlegung des aus dem Spalte austretenden 
Lichtes erfolgte durch ein Rowlandsches Konkavgitter, welches 
zur Abblendung von Nebenlicht in einen Holzkasten eingebaut 
war. In der Ebene, wo der Spalt durch das Gitter deutlich ab- 
gebildet wurde, war auf einer dem Krümmungsradius des Gitters 
angemessen geformten Gleitschiene mit Millimeterteilung das auf 
einem justierbaren Schlitten montierte eigentliche Photometer ver- 
schiebbar. Es bestand aus einem Kalkspathprisma mit planparal- 
lelen Endflächen, auf dessen Fassung an der Eintrittsfläche eine 
Hülse mit einem Doppeldiaphragma geschoben wurde, dessen zwei 
1 mm weite Offnungen einen solchen Abstand von einander hatten, 
daB sie mit den zentralen Teilen der beiden Hälften des Spaltbildes 
zusammenfielen. Vor dem andern Ende des Prismas befand sich 
ein mit einer Gradeinteilung versehener Nikol, welcher gegen eine 
feste Marke drehbar war. Zwischen Nikol und Prisma war eine 
Lupe eingeschoben. Die Teilung der Photometerschiene wurde mit 
Hülfe einer Hg-Bogenlampe in Wellenlängen geaicht, 1 mm der 
Teilung entsprach etwa 1,1 uu. 

Die Nullstellung des Photometers bei Einstellung auf eine 
gleichmäfig helle Fläche war 8 — 45°; da aber der Platinspalt in 
seinem oberen und unteren Teiïle nicht genau die gleiche Weite 
besaB, vielmehr konisch zulief, so mufte als Nullage die Einstel- 
lung auf den in seinen beiden Teilen unbedeckten Spalt gewählt 
werden, für welche sich 8 — 47° ergab. 

Es zeigte sich im Verlauf der Beobachtungen, daf die erlangte 
MeBgenauigkeit in auferordentlich hohem Mafe erstlich von der 
Übung, dann aber auch nicht minder von der kôrperlichen und 
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geistigen Frische des Beobachters abhing. Die Kurven wurden 
daher in der Weïise aufgenommen, da zunächst für eine Spektral- 
farbe 3—5 Einstellungen in jedem der vier Photometerquadranten 
vorgenommen wurden; dann wurde das Auge fünf Minuten ausge- 
ruht, und die Messungen bei einer zweiten Spektralfarbe ausge- 
führt u.s.f. An manchen Tagen glückte es aber auch so nicht, 
eine einigermafen regelmäBige Kurve zu erhalten. Es sind darum 
für jede Temperatur etwa 3 mal zu verschiedenen Zeïiten die Mes- 
sangen wiederholt worden, von denen die besten Versuchsreïhen 
in den unten folgenden Tabellen und Kurven wiedergegeben sind. 
Die auftretenden grôbsten Abweichungen beeinflussen die Lage des 
für die vorliegende Untersuchung ausschlaggebenden Astes der 
Absorptionskurve nicht merklich, da derselbe auferordentlich steil 
verläuft, sodaf hier bei allen Messungen keine über etwa 2 uw 
hinausgehende Abweichungen hervortreten. Dagegen beeinflussen 
die Meffehler erheblich den Verlauf des nahezu horizontalen Teiles 
der Absorptionskurve, wie das auch an den wiedergegebenen besten 
Kurven deutlich zu sehen ist. Auffällig an den Kurven ist der 
sehr scharfe Knick derselben im Violett. Obwohl auch in den von 
mir aufgenommenen Photographien die Grenze verhältnismäfig 
scharf hervortritt, bin ich doch nicht sicher, ob hier nicht auch 
ein physiologisches Moment mitspielt. 

Aus den abgelesenen Drehungen y des Photometer-Nikols 
te" y 
te 8 


wurde nach der Formel 4 — die Durchlässigkeit d berechnet, 
wo B stets 47° war. 

Zur Berechnung des Extinktionskoefffizienten « — TE (Kônigs- 
berger) diente die von Ehlers!) gegebene Formel 

1 1 An 
D:2zx-loge CON A 
wo D die Dicke der Platte, d die Durchlässigkeit und #7 den 
Brechungsindex, welcher mit Hilfe der oben gegebenen Formeln 
für jede Wellenlänge und Temperatur berechnet werden konnte, 
bedeutet. Die Dicke der Kristallplatte wurde mit einem Abbéschen 
Dickenmesser von ZeiB zu 0,220 mm ermittelt. | 


QU 


b. Messungen zwischen 781 und 980°. 


Die Tabellen 14—19 geben die erhaltenen Messungsergebnisse 
wieder, welche in Fig. 3 graphisch dargestellt sind. Die Bestim- 


1) Ehblers, N. J. f. Min. Beïl. Bd. 11. 1897. p. 280. 
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mung der Temperatur bei der ersten Messungsreihe bei 79° war 
besonders schwierig und auch ungenau, denn diese Erwärmung 
wurde ohne Anheizung des Ofens allein durch die intensive Be- 
leuchtung bewirkt. Die Ermittelung der Temperatur erfolgte in 
der Weiïise, daf ein môglichst grofier Teil des Thermoelementes 
direkt auf die Carborundplatte gedrückt wurde. Da immerhin 
môglicherweise hierbei noch bedeutende Fehler unterlaufen konnten, 
wurde diese Messungsreihe nicht bei der Berechnung der die Ver- 
schiebung der Absorptionsgrenze darstellenden Formel mit ver- 
wendet. Als aber mit der aus den andern Messungen erhaltenen 
Formel die Temperatur der ersten Versuchsreihe zurückberechnet 
wurde, ergab sich überraschender Weise genau der beobachtete 
Wert von 79%. Die Absorptionsmessungen bei der hüchsten Tem- 
peratur 984,80 konnten nicht zu grôBeren Wellenlängen als 515 uu 
ausgedehnt werden, da bei dieser Temperatur der Platinspalt selbst 
und seine Umgebung bereits eine starke Lichtquelle wird, deren 
à Intensität im Gelb und Rot eine so beträchtliche ist, daf sie durch 
Uberstrahlung des durch den Kristall hindurchgehenden Lichtes 
die Messungen ungenau macht. 


Tabelle 14. 
Temperatur: 792. 
D = 0,22 mm. 
B = 47. 

Wellen- LR Durch- “ar 
là er . . - : L 4 
äânge p Einstel. lässigkeit @290 Lootidiane 
nu lungen à L 
417,3 88,30 16 0,376 2,7476 0,177 
428,2 85,1 16 0,430 2,7422 0,129 
429,0 37,4 12 0,509 2,7365 0,0685 
434,8 39,1 12 0,575 2,7311 0,0250 
446,4 39,6 16 0,595 2,7215 0,0137 
469,6 39,9 12 0,608 2,7041 0,0080 
504,4 40,2 12 0,621 2,6835 0,0029 
562,5 39,4 12 0,587 2,6576 0,0264 
620,5 39,1 12 0,575 2,6391 0,0363 
678,5 86,0 12 0,459 2,6256 0,119 
701,8 35,1 12 0,430 2,6211 0,144 
713,4 35,2 12 0,433 2,6190 0,141 


Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 2. 19 
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Tabelle 15. 
Temperatur: 2519 
D = 0,22 mm. 
pl 470 

Wellen- a Durch- RU 
À ce RS CP 2 
länge p PL lässigkeit os koeffizient 
uu lungen d e 

| = 

423,2 Gi bals 16 0,314 2,7471 
429,0 33,6 18 0,383 2,7414 
434,8 36,2 20 0,466 2,7359 
440,5 37,9 20 0,527 2,7305 
446,4 39,2 12 0,578 2,7262 
458,0 39,8 12 0,603 2,7172 
504,4 39,6 12 0,595 2,6877 
562,5 39,4 12 0,587 2,6615 
620,5 39,3 12 0,583 2,6430 
678,5 35,4 12 0,439 2,6294 
713,4 35,2 12 0,433 2,6229 

Tabelle 16. 

Temperatur: 415,30. 
D — 0,22 mm. 
B — 4m. 

Wellen- Fes Durch- ee me 
k en one de = 
länge y Einstel. lässigkeit O5 koeffizient 

lungen d à 
20 0,226 2,7676 0,358 
20 0,281 2,7618 0,280 
20 0,361 2,7562 0,190 
20 0,452 2,7515 0,109 
16 0,538 2,7463 0,0468 
16 0,603 2,7418 0,0065 
20 0,591 2,7102 0,0172 
16 0,583 2,6823 0,0261 
16 0,571 2,6629 0,036: 
16 0,446 2,6493 0,127 
12 0,433 2,6470 0,138 
12 0,433 2,6451 0,138 
12 0,436 2,6432 0,136 
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Tabelle 17. 
Temperatur : 601,82. 
D = 0,22 mm. 
PRESENT 
Wellen- Zah] Durch- . Ex 
der Scaialrat tinktions- 
länge Einstel. lässigkeit ge koeflzient 
lungen d ne. 
440,5 DSNEU 24 0,158 2,7742 0,486 
446,4 27,6 24 0,237 2,1693 0,340 
452,2 31,1 24 0,317 2,7639 0,237 
458, 0 33,6 24 0,384 2,7592 0,167 
463, 8 35,7 20 0,449 2,7540 0, 112 
469,6 37,9 16 0,527 2,7495 0, 0541 
475,4 39,6 12 0,593 2,7454 0,0119 
481, 22 39,5 12 0.591 2,7412 0,0134 
504,4 39,5 12 0,591 2,7260 0,0158 
562,5 39,1 12 0,575 2,6967 0,0292 
620,5 38,8 12 0,563 2,6766 0,0394 
678,4 85,2 12 0,433 2,6628 0,136 
713,4 34,6 12 0,414 2,6569 0,153 
Tabelle 18. 
Temperatur: 775°. 
D = 0,22 mm. 
Br NET 
Wellen- Zahl | Durch- Rrn 
À er RM 0 = 
länge p Einstel- lässigkeit FER | USE 
ou luogen d # 
452,2 16,29 20 0,0734 2,7832 0,763 
458 19,4 20 0,108 2,7772 0,625 
463,8 25,4 20 0,196 2,7718 0,410 
469,6 28,9 20 0,265 2,7670 0,300 
475,4 32,6 16 0,356 2,7627 «0,195 
481,2 34,9 16 0,424 2,7583 0,132 
487 37,2 16 0,501 2,7537 0,072 
492,8 39,4 16 0,587 2,7498 0,015 
504,4 39,1 12 0,575 2,7493 0,0236 
562,5 39,4 12 0,587 2,7115 0,0198 
620,5 38,8 12 0,563 2,6905 0,0377 
678,5 35,7 12 0,449 2,6765 0,121 
713,4 35,6 12 0,446 2,6708 0,124 
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Tabelle 19. 
Temperatur: 984,82. 
D = 0,22 mm. 

B = 470. 

Wellen- Érpe Durch- FRE 
à er STE 2 (Ua : 
linge ®  |binstel. lässigkeit Opgso kdeltciant 

lungen 7 à 
12 0,127 2,7762 0,562 
12 0,170 2,7722 0,461 
12 0,263 2,7682 0,304 
12 0,319 2,7642 0,234 
12 0,387 2,7603 0,165 
12 | 0,452 2,7566 0,109 


Wie aus den Kurven der Fig. 3 hervorgeht, verschiebt sich 
der steile Ast der Absorptionskurve in nahezu paralleler Stellung 
mit steigender Temperatur nach grôBeren Wellenlängen. Das we- 
niger ausgeprägte Absorptionsgebiet von geringer Intensität in 
Rot zeigt keine merkliche Veränderung mit der Temperatur. Ich 
môchte es, da sich aus dem Verhalten der Brechungsindizes 
kein Anzeichen für ein dem sichtbaren Spektrum naheliegenden 
Absorptionsstreifen im Ultrarot ergibt, mit den Verunreinigungen 
des Carborunds, welche die rauchige Trübung der Kristalle ver- 
ursachen, in Zusammenhang bringen. Die GrôBe der Verschiebung 
der Absorptionsgrenze mit der Temperatur wurde graphisch aus 
den erhaltenen Kurven ermittelt, welche zu diesem Zwecke in 
groBem Mafstabe gezeichnet waren. Und zwar wurden diejenigen 
Abstände der Kurvenäste festgestellt, welche dem Extinktions- 
koeffizienten 0,109, also der Durchlässigkeit 0,452 entsprechen, 
weil einerseits die Messungen bei geringerer Durchlässigkeit ge- 
ringere Genauigkeit besitzen, und andererseits dies die hôchste 
noch bei 985° bestimmbare Durchlässigkeit war. 

In Tabelle 20 ist die Lage der Absorptionsgrenze, d. h. also 
die Wellenlänge, für welche der Extinktionskoeffizient 0,109 ist, 
für die verschiedenen Temperaturen eingetragen. Die Werte 
wurden — wie erwäbhnt unter AusschluB der Messung bei 79° — 
nach der Methode der kleinsten Quadrate durch die Formel aus- 
geglichen : 


G, — 421 (1+ 7,99 >< 1074 + 1,47 >< 107°#). 
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Die Übereinstimmung zwischen den beobachteten und berechneten 
Werten ist, wie die Tabelle zeigt, eine ausgezeichnete. In Fig. 4 
stellt die mittlere Kurve die Verschiebung der Absorptionsgreuze 
mit der Temperatur dar. 


Tabelle 20. 
Lage der Absorptions- | 
Tempe- grenze Differenz 
ratur uu 


° Cels. beobachtet| berechnet uu 


79 424,0 424,0 0 
251 434,0 4548 207 
415,3 446,4 445,7 | —0,7 
601,8 463,2 463,6 | +0,4 
775,0 483,0 484,3 | +1,38 


984,8 514,9 514,1 | —_ 0,8 


Die Verschiebung, welche die Absorptionsgrenze zwischen zwei 
— zwischen 0° und 1000° gelegenen — Temperaturen erfährt, ist 
durch die Formel gegeben : 


GG = 8,868 >< 107*(f,—4,) + 6,19 >< 10-(#— 4) 
und der Verschiebungskoeffizient ist: 


ee — 3,363 >< 107°+1,238 >< 107“. 

Wie sich aus den Formeln ergibt, nimmt die Verschiebung der 
Grenze mit steigender Temperatur in immer beschleunigtem MaBe 
zu. Z.B. würde man bei Extrapolation der Formel für die Tem- 
peraturänderung von 2200°—3000° eine solche von 284 y berechnen, 
während zwischen 80° und 880° der entsprechende Wert nur 73 y 
beträgt. Es liegt nahe, dieses Verhalten mit der in der Gegend 
von 2000° stattfindenden Zersetzung des Carborunds in Zusammen- 
hang zu bringen. 


ce. Veränderung der ultravioletten Eigenschwoingung und der Dämpfung 
mit der Temperatur. 


Es entsteht die Frage, ob die beobachtete Verschiebung der 
Absorptionsgrenze auf einer wirklichen Verschiebung des Streifens 
der metallischen Reflexion oder auf eine Verbreiterung desselben 
oder auf beides zurückzuführen ist. Mit andern Worten, findet 
eine Abnahme der Eigenfrequenz der im Ultraviolett schwingenden 
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Elektronen oder eine Zunahme der Dämpfung dieser Schwingungen 
oder beides statt? Aus dem Verhalten der Brechungsindizes er- 
hellt, daB eine Abnahme der Eigenfrequenz mit Temperaturerhô- 
hung erfolgen muf, und man kann die GrôBe dieser Abnahme aus 
den Brechungsindizes mit Hilfe der Ketteler-Helmholtzschen Glei- 
chung berechnen. Zu dieser Berechnung wurde die Formel I (vergl. 
p. 12) benutzt, einmal weil sie am besten mit den beobachteten 
Brechungsindizes übereinstimmt, dann weïil bei ihrer Anwendung 
Fehler in den Brechungsindizes den geringsten Einfluf auf die zu 
berechnenden 1’-Werte ausüben. Es müfte eigentlich für diese 
Berechnung eine Umrechnung der ermittelten relativen Brechungs- 
indizes in absolute erfolgen. Eine Überschlagsrechnung ergab aber, 
daB sich hierbei für die beiden benutzten Wellenlängen selbst bei 
den tiefsten Beobachtungstemperaturen die beiden Brechungsindizes 
bis auf 1—2 Eïinheiten der fünften Dezimale um den gleichen Be- 
. trag ändern. Die Umrechnung in absolute Brechungsindizes würde 
daher den 4’ Wert nur geringfügig, den Gang von 4’ aber weit 
innerhalb der Fehlergrenzen ändern. So wurde von der immerhin 
mühsamen Rechnung abgesehen. Für eine ev. spätere Umrechnung 
in absolute Werte sei hervorgehoben, daB der Barometerstand 
während der Messungen der Brechungsindizes nur wenig schwankte 
und im Mittel 750 mm betrug. 

In Tabelle 21, Spalte 1 und 2, sind die nach Formel I berech- 
neten 4- und #’- Werte für 6 Temperaturen gegeben, welche in 
Fig. 4 durch Kurven dargestellt sind. Zur Auswertung der Kon- 
stanten wurden die mit Hilfe der für die Wellenlängen 553,6 uu 
und 649,7 uu gefundenen Temperatur - Funktionen berechneten 
Brechungsindizes benutzt. Spalte 3 und 4 geben die Zunahmen 
von À und »’ in dem betreffenden Intervalle von 200°, Spalte 5 
enthält die nach der Methode der kleinsten Quadrate ausgegli- 
chenen Zunahmen von 4’. Man erhält bei der Ausgleichung für 
die Abhängigkeit der Veränderung von 4’ von der Temperatur die 
Formel: 4;,—1; — 4,571 < 107 (4, —t,)+7,544 >< 10° (4—#). In 
Spalte 6 finden sich die aus der im vorangehenden Kapitel gege- 
benen Formel berechneten Verschiebungen der Absorptionsgrenze 
in den entsprechenden Temperaturintervallen, Spalte 7 gibt die 
Differenz zwischen den Werten der Spalten 6 und 5, also die Ver- 
breiterang des Absorptionsgebietes nach der Seite grôBerer Wellen- 
längen. In Spalte 8 ist der Quotient aus den Werten der Spalten 
7 und 5 gebildet, woraus hervorgeht, daB die Zunahme der Eigen- 
wellenlänge annähernd direkt proportional ist der Verbreiterung. 
Die etwa 5 °° betragende Abweichung der Werte in Spalte 8 von 
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der Konstanz kann sehr leicht von der Unsicherheit in der Be- 
stimmung der Brechungsindizes herrühren, sie liegt jedenfalls inner- 
halb der Fehlergrenzen. 

Die Verbreiterung, welche das Absorptionsgebiet nach der 
Seite grôferer Wellenlängen in einem bestimmten Temperatur- 
intervall erfährt, ist durch die Formel gegeben: 


Vs, = 2,908 >< 107 (4, —4,) +5,434 >< 107 (#—#). 


Aus dem Vorstehenden geht hervor, daB mit zunehmender Tem- 
peratur eine erhebliche Abnahme der Eigenfrequenz der im Ultra- 
violett schwingenden Elektronen und eine weit bedeutendere Zu- 
nahme der Dämpfang dieser Schwingungen erfolgt, und daf diese 
beiden Veränderungen in einem einfachen gesetzmäfigen Zusammen- 
hange zu stehen scheinen. Im Gegensatz zu dem Verhalten von 
4 und der Dämpfung steht der Gang von »' mit der Temperatur, 
welcher annähernd dem der thermischen Ausdehnung analog ist. 


Tabelle 21. 
m 0 
= Berechnet aus © mit der CUT EE 
S A o S°x SA vw 
& à Kettlerschen Formel I a. |[Bbo [RES 
© 2:34 CES als Se 7.5 
2 D a 0 D o a Oo. 19 
C4 a 22 [© à ? > D 22 > 
& © 4 Lu Zunahmel 520 [82% |[SS'o 
© N > un = <d a << Le] 
En ve pa 8 18% 5 < 
S > & > © 
uu = rs 
Ro purs ne RE 
0 | 162,97 | 5,545 | 
1,17 | 0,051 | 1,21 9,20 7,99 | 6,60 
200 | 164,14 | 5,596 
| 1,84 0,055 1,82 14,15 12,33 6,78 
400 | 165,98 | 5,651 
2,50 | 0,059 | 2,42 | 19,11 | 16,69 | 6,89 
600 | 168,48 | 5,710 : 
3,01 0,064 | 3,02 | 2406 | 21,04 | 6,9% 
800 | 171,49 | 5,774 
3,60 | 0,069 | 3,63 | 29,01 | 25,38 | 6,99 
1000.| 175,09 | 5,843 


Von Planck ist für den Fall, da nur eine ultraviolette Eigen- 
schwingung zu berücksichtigen ist, die Dispersionsformel gegeben: 
n+2 _ 1 (- ) 

1 g À 


wo À, die Eigenwellenlänge, g eine Konstante ist. Diese Formel 
ist rein formal identisch mit der oben benutzten Formel I von 
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Ketteler- Helmholtz, indem g — 4 = 2'V1—g ist. Der 


m 
3m ? 
grundlegende Unterschied liegt aber in der von Planck ihrer Kon- 
8 
stanten g gegebenen Bedeutung. Es ist nämlich g — PARUS 
wo 6 die Dämpfung, N die Anzahl der in der Volumeinheit ent- 
haltenen Elektronen ist. Die Gleichung beruht auf der Voraus- 
setzung, daf die Dämpfung ausschlieflich durch die elektromagne- 
tische Strahlung der bewegten Elektronen hervorgerufen wird. 
Ein Blick auf die Tabelle 22, in welcher die berechneten Werte 
von g und 4, sich finden, lehrt, daf g ganz auferordentlich viel 
langsamer wächst, als nach der Planckschen Formel zu erwarten 
wäre; denn da sowohl À,, wie 6 schnell wachsen, N aber nur 
langsam entsprechend der Dichte abnimmt, so sollte g mindestens 
etwa wie 4 anwachsen. Es wäre môglich, daf für Carborund die 


. Anwendung der Formel nicht erlaubt ist, weil vielleicht doch mehr 


als eine Eigenschwingung eine Rolle spielt, ich glaube aber, daf 
der Grund des Versagens in der Annahme liegt, daB die Dämpfung 
lediglich in der Strahlung zu suchen ist. Hat doch auch Gold- 
hammer!) z. B. für das logarithmische Dekrement der Schwingung 
bei der Dämpfang im Falle des Jodeosins y — 0,465 berechnet, 
während die Wirkung der Strahlung allein y — 7,79 >< 107$ sein 
sollte, und äbhnliche Resultate ergaben sich beim Fuchsin und 
auch bei selectiv absorbierenden Dämpfen, Solange aber über die 
Natur der Dämpfung noch vüllige Unklarheit herrscht, ist es 
zwecklos weiter auf diese Fragen und ïhre Folgerungen einzu- 
gehen. 


Tabelle 22. 


Berechnet nach der Planckschen Formel. 


Tempe- Zunahme 1 Zunahme 
ratur g yon o von 
9 Cels. g uu o 
0 0,6489 96,56 
200 0,6510 0,0021 96,97 0,41 
400 0,6532 0,0022 97,75 0,78 
600 0,6556 0,0024 98,87 0,92 
800 0,6581 0,0025 | 100,27 1,40 
1000 0,6608 0,0027 | 101,98 1,71 


1) Goldhammer, Dispersion und Absorption des Lichtes, Leïpzig-Berlin 19138, 
p. 126, Verlag B. G. Teubner. 
Kgl. Ges.d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 2. 20 
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Die festgestellte Verschiebung des Absorptionsstreifens steht 
im Einklange mit der von Kôünigsberger!) experimentell festge- 
stellten Regel, welche durch Erfle*) auch eine theoretische Be- 
gründung erfahren hat: ,In festen selectiv absorbierenden Kürpern 
bewirkt steigende Temperatur eine Verschiebung der Absorptions- 
kurve nach grüfieren Wellen und in einzelnen Fällen gleichzeitig 
eine geringe Ausdehnung des Absorptionsgebietes. Die Grüfe der 
maximalen Absorption ändert sich anscheinend nicht“. É 

Beim Carborund kann man allerdings die Ausdehnung des Ab- 
sorptionsgebietes keineswegs gering nennen; die Verhältnisse liegen 
hier ähnlich wie bei dem von Kôünigsberger untersuchten schweren 
Flintglase, wo bei einer Temperaturerhôhung von 100° sich die 
Absorptionsgrenze um ca. 30 uu verschob. Diese Verschiebung 
muf nach dem Gange des Brechungsindex grüBtenteils auf eine 
Verbreiterung des Absorptionsgebietes zurückgeführt werden). … 

Ich habe versucht das Ende des Absorptionsgebietes nach 
kleinen Wellenlängen hin aufzufinden, indem ich durch das vor 
dem Spalt im elektrischen Ofen montierte Carborundblättchen ohne 
Verwendung von Linsen das Licht einer Bogenlampe treten lief, 
deren ausgebohrte Kohlen mit K:CO: und Na CO: gefüllt waren. 
Der Spalt wurde durch das Rowlandsche Konkavgitter auf einer ge- 
wübnlichen photographischen Platte abgebildet. Weder bei Zimmer- 
temperatur noch bei 1000° zeigte die Platte jenseits der sehr scharf 
hervortretenden Absorptionsgrenze im Violett irgend eine Einwir- 
kung. Es ergab sich also auch aus diesen Versuchen, daB das 
Absorptionsgebiet selbst bei 1000° noch über kleinere Wellenlängen 
als 200 uu sich erstreckt. 


1) TE Ann. d. Phys. (4). 4. 1901. p. 810. 
2) Erfle, Ann. d. Phys. (4). 24. 1907. p. 672. 
3) Winkelmann, Handb. d. Phys. 1906. VI. p. 645. 
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B. Physikalische Eigenschaften. 


IL. Elektrische Leiïtfähigkeit. 


Die Ergebnislosigkeit der Versuche Becke’s'), den analogen 
und antilogen Pol am Carborund festzulegen, veranlafite mich, 


1) Becke, Z. f. Krist. 24, 1895, p. 537. 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 8. DA 


300 0. Weigel, 


diese Versuche wieder aufzunehmen. Aber weder mit dem Be- 
stäubungsverfahren nach Kundt, noch bei Verwendung eines Qua- 
drantenelektrometers wurde irgend ein Ergebnis erzielt. Dies 
führte zu der Vermutung, daB eine gewisse Leitfähigkeit des Car- 
borunds das Auftreten entgegengesetzter elektrischer Ladungen 
am Kristalle unmôglich machte. Ein einfacher roher Vorversuch 
bestätigte vollauf diese Annahme. Ein Stück der ausgezeichneten 
Stufe wurde mit seiner graphitischen Unterseite auf ein Kupfer- 
blech gelegt, welches durch ein Ampèremeter mit dem einen Pol 
der städtischen 220-Voltleitung verbunden war, während an dem 
anderen Pol sich ein Draht anschlof. Wurde mit dem freien Ende 
des Drahtes nur flüchtig über die Spitzen der klaren Kristalle 
hinweggefahren, so zeigte das auftretende lebhafte Funkensprühen 
an, daB nicht unerhebliche Stromstärken die Kristalle durch- 
liefen. BelieB man den Draht einige Zeit im Kontakte mit einem 
Kristall-Blättchen, so begann dasselbe allmählich heller und heller 
aufzuglühen, wobei zugleich das Ampèremeter immer hôhere Strom- 
stärken, bis zu mehreren Amp., anzeigte. Es hatte also auch der 
reinste, klarste Carborund eine erhebliche Leitfähigkeit, welche 
mit steigender Temperatur wuchs. Als aber statt der Spannung 
von 220 Volt eine solche von 20—30 Volt bei der gleichen Ver- 
suchsanordnung benutzt wurde, erhielt ich mit dem verwendeten 
Milli- Ampèremeter überhaupt keinen merkbaren Ausschlag. Es 
schien also der Widerstand des Kristalls auch von der angelegten 
Spannung abzuhängen. 

Um diese Verhältnisse näher zu erforschen, wurde zunächst 
folgende Versuchseinrichtung benutzt: Das Kristallblättchen be- 
fand sich zwischen den sorgfältig eben geschliffenen Enden zweier 
1,5 mm starker Platindrähte, welche in Rohre aus Marquardtscher 
Masse eingesetzt waren, von denen das eine vertikal feststand, 
das zweite, vertikal in einer Führung gegen das erste beweglich 
war und durch ein Gewicht herabgedrückt werden konnte. Über 
die beiden Rohre konnte ein elektrischer Ofen geschoben werden. 
Die Temperatur wurde durch ein Thermoelement gemessen. Na- 
turgemäB sind die erhaltenen Werte nur qualitativ, da die Ein- 
klemmungsvorrichtung den Übelstand gro$er Übergangswiderstände 
besaf. | 

Die Abhängigkeit des Widerstandes von der Temperatur ver- 
anschaulicht deutlich der folgende Versuch. Die Pole einer 1,6 
Volt gebenden Stromquelle waren durch den Kristall — ein etwa 
1/10 mm dickes, ganz schwach rauchig getrübtes Blättchen — und 
einen Widerstand von 5000 Ohm mit einem Deprez-d’'Arsonval- 
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Spiegelgalvanometer, dessen Empfindlichkeit durch Nebenschliüsse 
in den Grenzen von 1 : 10000 veränderlich war, und dessen hôchste 
Empfindlichkeit 15 >= 107% Amp. für 1 Skalenteil betrug, ver- 
bunden. Die so ermittelten Widerstände gibt Tabelle 23. 


Tabelle 23. 

Temperatur Ohm 

0Cels. x 1074 

14,5 290 

70 | 43 

210 4,2 

350 2 

630 0,02 

830 <0,0001 


Um festzustellen, ob die Leitfähigkeit des Carborunds eine 
elektrolytische oder metallische sei, wurde eine 1,5—2 mm dicke 
Carborundplatte in die eben beschriebene Versuchsanordnung ein- 
gefügt, in welcher aber jetzt die 1,6 Volt Stromquelle durch eine 
solche von 6 Volt ersetzt war. Bei Zimmertemperatur durchlief 
den Kristall circa 0,0001 Amp., bei Wechselung der Stromrichtung 
änderten sich die durchlaufenden Stromstärken um circa 20 °o. 
Als der Kristall auf circa 940 ‘Jo erhitzt wurde, verkleinerte sich 
dieser Richtungsunterschied erheblich, er betrug in der einen 
Richtung 0,0855 Amp., in der zweiten 0,0851 Amp. Der Wider- 
stand des Kristalls war also ca. 100 Ohm. Bei 1020° waren die 
entsprechenden Werte 0,1055 Amp., 0,1052 Amp., ca. 57 Ohm. 
Bei dieser Temperatur wurde der Strom in der einen Richtung 
‘/ Stunde hindurchflieBen gelassen, bei dem dann vorgenommenen 
Stromrichtungswechsel wurde nur ein Unterschied von weniger 
als 0,3 °/, in der Amp.-Zahl beobachtet, 

Als bei 1070° 1 Stunde der Strom von ca. 0,1 Amp. den Kri- 
stall durchlaufen hatte, wurde er durch einen Umschalter schnell 
direkt an das Spiegelgalvanometer angeschlossen, der erfolgende 
Ausschlag entsprach nur einer Spannung von 4,7 >< 107* Volt, 
war also von der GrôBenordnung von Thermostrômen. DaB es 
sich tatsächlich um Thermostrôme handelte, ging daraus hervor, 
daf durch Berührung der in den Ofen hineinragenden Elek- 
trodenstäbe mit einem guten Wärmeableiter der Ausschlag des 
Galvanometers auf 0° gebracht und sogar nach der entgegenge- 

21* 
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setzten Seite getrieben werden konnte. Polarisationsstrôome sind 
demnach am Carborund nicht festzustellen, die Leitung ist me- 
tallisch. 

Da bei der bislang verwendeten Versuchsanordnung Über- 
gangswiderstände zwischen Kristall und Platin jedenfalls eine 
groBe Rolle spielen, wurde für die folgenden Untersuchungen eine 
Vorrichtung konstruiert, welche zwar ebenfalls die Übergangs- 
widerstände nicht auszuschalten vermag, aber doch jedenfalls auf 
ein weit geringeres MaB herabdrückt. 

Auf eine horizontal gelagerte starke Eisenschiene waren im 
Abstande von ca. 30 cm zwei 10 cm lange vertikale Arme aufge- 
setzt, welche zwei in horizontalen Führungen gegen einander ver- 
schiebbare 1 cm starke Stäbe aus Marquardtscher Masse trugen. 
Der eine der beiden Stäbe konnte durch eine Schraube vorwärts 
geschoben werden, der zweite wurde durch eine starke Feder 
gegen den ersten gegengeprefit. An ihren einander zugewandten 
Enden trugen die durch Führungen gegen Drehung gesicherten 
Stäbe keilf‘rmige Kerben, soda der Einschnitt des einen Stabes 
zu dem des andern senkrecht stand. In diese Einschnitte paBten 
Elektrodenträger, die ca. 1/2 cm lang aus Marquardtscher Masse 
bestanden und am einen Ende mit Hilfe eines Wülfingschen 
Schleifdreifufes sorgfältig eben geschliffen waren, am andern Ende 
aber in scharfkantige Keïle ausliefen. Die ebene Fläche der 
Elektrodenträger war mit Platinfolie überzogen. Diese Elek- 
troden, zwischen deren Belegen sich der Kristall befand, wurden 
in die Einschnitte der horizontalen Stäbe gesetzt, wo sie durch 
den Druck der Feder festgehalten und infolge ihrer Bewegungs- 
freiheit am zwei zu einander senkrechte Drehungsaxen sich den 
Kristallflächen sehr vollkommen anschmiegten. Platindrähte, welche 
die horizontalen Rohre aus Marquardtscher Masse in Durchboh- 
rungen durchliefen, stellten die leitende Verbindung mit der 
Platinfolie her. Auf der eisernen Grundschiene war ein die 
Klemmvorrichtung umgebender elektrischer Ofen auf einem Reiïter 
verschiebbar, welcher zugleich eine Veränderung in der Hôhen- 
stellang des Ofens ermôglichte. Der elektrische Ofen bestand aus 
einem 22 cm langen, 3 cm weiten Rohre aus Speckstein, welches 
mit einer Wickelung von 14 m 0,2 mm starken Platindrahtes um- 
geben war. In Breiform aufgestrichene Marquardtsche Masse 
diente zur Isolierung. Über das Specksteinrohr war ein weiteres 
Thonrohr geschoben, der Zwischenraum zwischen beiden mit Mar- 
quardtscher Masse ausgefüllt. 

Mit dieser Anordnung wurde zunächst die Abhängigkeit des 
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Widerstandes von der angelegten Spannung untersucht. Zur Mes- 
sung des Widerstandes diente die Wheatstonesche Brückenkom- 
bination, wobei die Einrichtung getroffen war, daB durch einige 
Umschalter schnell nach einander sowohl mit (Gleichstrom wie 
mit Wechselstrom gemessen werden konnte. Als Nullinstrament 
bei den Wechselstrommessungen diente ein Telephon. Die Minima 
waren durchweg schlecht. | 

Um bei den Gleichstrommessungen ein Maf für die über aéth 
Kristall liegende Spannung zu erhalten, konnte dem Kristall ein 
Präzisionsvoltmeter parallel geschaltet werden, welches während 
der Widerstandsmessung ausgeschaltet blieb. Die so ermittelten 
Spannungen geben nur ein relatives MaB für die während der 
Widerstandsmessung über dem Kristall herrschende Spannung, 
denn der innere Widerstand des Voltmeters war klein gegen den 
Widerstand des Kristalles. In Tabelle 24 sind die Beobachtungs- 
- ergebnisse an einer ca. ‘/ mm dicken, durchsichtigen, schwach 
rauchgrauen Carborundplatte, welche zwei nahezu gleich groBe 
Basisflächen besaf, mitgeteilt. (Gleichstrom 1 bedeutet, daf der 
Strom von der etwas kleineren nach der etwas grôBeren Basis, 
Gleichstrom 2, daB der Strom umgekehrt lief. 


Tabelle 24. 


Temperatur: 14,7 — 15,50. 


one Widerstand in Ohm 
dem 4 à 
| Gleichstrom | Gleichstrom 
Volt Wechselstrom 
0 | L | 2. 

0,036 8018 14390 | 14570 
0,196 8149 14331 14331 
0,384 8116 13529 14155 
0,586 8149 13419 14213 
0,840 8149 13148 14155 
1,062 8116 12676 13753 
1,690 8116 10243 12173 
1,950 8083 9342 11459 
5,58 8051 9011 11640? 
7,20 8051 8315 10747 
8,10 8018 7513 9342 
10,09 7986 6779 8587 
12,2 7921 6420 8051 
14,2 7921 6260 7825 
31,3 7921 5873 7036 
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Um auch für hôhere Spannungen die Abhängigkeit des Wider- 
standes von der angelegten Spannung untersuchen zu künnen, 
wurde ein Kristall in der Klemmvorrichtung ohne Vorschalt- 
widerstand direkt in den Stromkreis eine Stromquelle von va- 
riabler Spannung zusammen mit einem Präzisions-Milliampèremeter 
von Siemens und Halske eingeschaltet. Es wurde also die Volt- 
Ampère-Kurve aufgenommen. In Tabelle 25 sind die erhaltenen 
Werte zusammengestellt, und in Fig. 5 die bei Stromrichtung 1 
beobachteten durch eine Kurve wiedergegeben. Die für die hôch- 
sten Spannungen angegebenen Amp.-Zahlen sind unsicher, da die 
auftretende Stromwärme trotz kurzen Stromschlusses sich bereits 
stôrend bemerkbar machte. 


Tabelle 25. 
Zimmertemperatur. 

Stromrichtung 1 Stromrichtung 2 
Volt Amp. x 105 Volt Amp. >= 10% 
12,9 | 1,5 | 13 | 1,1 
16,7 2,0 16,7 1,78 
20,0 | 2,6 | 20,15 | 2,1 
24,0 3,3 24,6 2,8 
28,6 4,05 29,0 3,6 
31,2 4,8 31,3 3,95 
36,1 5,8 36,2 4,85 
40,1 6,8 40,2 5,8 
45,8 8,4 46,0 7,0 
49,6 9,0 49,5 8,3 
56,2 11,1 55,9 10,0 
67,0 15,6 67,5 13,6 
77,5 21,0 78,0 ca. 16,8 


über einige physikalische Eigenschaften des Carborunds. Il. 305 


Figur 5. 


Ampère >< 105 
© 


20 40 60 80 
Volt. 


Mit dieser besseren Kontaktvorrichtung wurde nun nochmals 
und mit grüBerer Genauigkeit die Abhängigkeit des Widerstandes 
von der Temperatur bestimmt. Und zwar erfolgte die Wider- 
standsmessung mit Wechselstrom in der Wheatstoneschen Brücken- 
kombination. Für jede Temperatur wurden zehn Einstellangen 
auf das stets verwaschene Minimum vorgenommen. Bei deut- 
licher Rotglut beginnt der Carborund auf die Platinfolie der Elek- 
troden chemisch einzuwirken, was vielleicht die Werte für die 
hôchsten Temperaturen etwas beeinflufit hat. Die ständige Rück- 
kehr des Widerstandes nach der Erhitzung — die Werte in der 
Tabelle 26 sind in der Reïhenfolge mitgeteilt, wie sie beobachtet 
warden — zeigt an, daf Übergangswiderstände keine wesentliche 
Rolle bei der Widerstandsänderung spielen kônnen. Von den in 
der Tabelle 26 wiedergegebenen zwei Versuchsreihen ist die erste 
in der Fig. 6 durch eine Kurve wiedergegeben, welche den aufer. 
ordentlich steilen Abfall des Widerstandes bis 100° scharf her- 
vortreten läBt. 


Tabelle 26. 


1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe 


Widerstand 
Ohm 


Widerstand 
Ohm 


Temperatur Temperatur 


19,6° | 69400 | 15,42 | 52300 


102,5 15060 130 7180 
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Tabelle 26 (Fortsetzung). 


1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe 


Temperatur | Ve Temperatur Mean 
85 18250 340 3830 
24,2 62460 502 3170 
140 8540 712 1020 
146 6810 
17,6 71970 
59,3 26900 
112 10530 
235 4550 
365 3168 
14,7 80500 
14,8 80010 
75 18410 
237 6528 
335 3678 
500 3340 
‘14,4 80010 

Figur 6. 


Olm >< 10*4 


100 200 8300 400 500, 
Temperatur °Cels. nai) 
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Um eine weitere Prüfung, ob die beobachteten Erscheinungen 
nicht vielleicht durch Übergangswiderstände bedingt sein kônnten, 
vorzunehmen, wurde ein sorgfältigst gereinigter Kristall mit 
einem Wachsrande umgeben, auf Quecksilber gelegt, und in den 
durch den Wachsrand gebildeten Hohlraum Quecksilber gefüllt. 
Auch mit diesen sicher einwandsfreien Kontakten wurde die Ab- 
hängigkeit des Widerstandes von der Gleichstromrichtung und der 
Unterschied des Widerstandes gegen Wechselstrom und Gleich- 
strom festgestellt. Auch als zwei Elektroden unter Zwischen- 
schaltung von Lagen plastischen Amalgams an den Kristall durch 
den Druck einer starken Schraubenpresse angedrückt wurden, 
waren noch dieselben Anomalien zu beobachten. 

Es wurde geprüft, ob elektrische Wellen bei ihrem Auftreffen 
auf einen Carborundkristall eine Wirkung ausübten, indem ein 
zwischen Amalgam-Elektroden geprefiter rauchgrauer Carborund- 
. kristall, welcher mit einem Galvanometer in den Stromkreis eines 
Elementes von 2 Volt Spannung eingeschaltet war, den von einer 
etwa 1 m entfernt stehenden kleinen Influenzmaschine ausgehenden 
Wellen ausgesetzt wurde. Beim Andrehen der Maschine trat so- 
fort eine Wirkung ein. Meist bestand sie in einer Erniedrigung 
(bis ca. 8 °/o), seltener in einer geringen Erhôhung des Wider- 
standes. Schwache Einwirkungen gingen schnell zurück, starke 
sehr langsam oder auch garnicht. Das Verhalten erinnert sehr 
an das des Zinnerzes, von dem Liebisch”) angibt, daf dunkelge- 
färbte Zonen in ihm stark auf elektrische Wellen reagieren. Ich 
glaube, daB es sich hier um eine Kohärerwirkung handelt, indem 
die im Kristall fein verteilten gut leitenden dunklen Einschlüsse 
analog einem Metallpulver wirken. Das die im Kristall hervor- 
gerufenen stärkeren Widerstandsänderungen nicht oder unvoll- 
kommen verschwinden, erklärt sich dann leicht daraus, daf ja 
diese leitenden Teiïlchen keine freie Beweglichkeit besitzen. 

Ich glaube auch, daf diese feinen Einschlüsse, die ja selbst 
in den klarsten Carborundkristallen, wenn auch als kaum sicht- 
barer Schleier vorhanden sind, an der Abhängigkeit des Wider- 
standes von der Temperatur beteiligt sind. Denn daf diese 
dunklen Eïinschlüsse für sich gute Leiter sind, geht daraus hervor, 
da bei Zimmertemperatur die Leitfähigkeit der Kristalle um so 
grôBer ist, je dunkler sie sind; und der schwarze gewôhnliche 
Carborund ist sogar ein ausgezeichneter Leiter. Es erscheint aber 
ausgeschlossen den gesamten oder auch nur einen grofen Teil des 


1) Liebisch, Sitz.-Ber. d. Ak. d. Wiss. Berlin 1911, p. 419. 
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Effekts auf diese Ursache zurückzuführen, denn es wäre unver- 
ständlich, wie eine als kaum sichtbarer Schleier auftretende ver- 
handene Menge der dunklen gut leitenden Substanz imstande sein 
sollte, den Widerstand einer Carborundplatte von 80000 Ohm bei 
14° auf 3000 Ohm bei 365° oder gar bei 1000° auf unter 1 Ohm 
sinken zu lassen. Es ist vielmehr mit Sicherheit aus den Ver- 
suchen zu schlieBen, da der Carborund an und für sich eine mit 
der Temperatur stark zunehmende metallische Leitfähigkeit be- 
sitzt. Und ich müchte — wie Künigsberger für zahlreiche Stoffe 
wie z.B. den Diamant’) — annehmen, da dies Verhalten auf 
eine Elektronendissoziation zurückzuführen ist, weil diese Erklä- 
rung mit den übrigen am Carborund beobachteten Erscheinungen 
im Einklange steht. Auch die Abhängigkeit des Widerstandes 
von der angelegten Gleichstromspannung kônnte so erklärt 
werden, da die in der angelegten Spannung wirkende Kraft 
hinreicht, um lose gebundene Elektronen loszureifen. Auf diese 
Hypothesen wird am Schlusse dieser Abhandlung noch kurz eiïn- 
gegangen. 

Die hier gefundene Zunahme der Leitfähigkeit des Carborunds 
mit der Températur wiürde mit. der Beobachtung Dôlters”?), daB 
der Diamant bei 1200° bereits ein guter metallischer Leiter 
wird, im Einklange stehen. Doch ist von Wartenberg*) durch 
sorgfältige Messungen festgestellt, daf der Diamant bei 1300° 
mindestens noch einen Widerstand von 105 Ohm hat. War- 
tenberg führt die widersprechende Beobachtung Dôlters darauf 
zurück, da das Isolationsmaterial, in welches der Kristall 
beim Erhitzen eingebettet war, bei den hohen Temperaturen zu 
leiten beginnt. 

Gelegentlich der vielen Untersuchungen am Carborund beï 
hüheren Temperaturen habe ich die Beobachtung gemacht, daf 
auch das Wärmeleitungsvermôügen ein recht beträchtliches sein 
muf; denn wird eine Carborundplatte an einer Stelle zum Glühen 
erhitzt, so breitet sich die glühende Zone weit um die Erhitzungs- 
stelle aus. 


1) Kônigsberger, Ber. D. Phys. Ges. 1912, p. 277. l 
2) Dülter, Wien. Ber. 120 (2a), 1911, p. 1. 
8) Wartenberg, Phys. Z. 13,2, 1912, p. 1123. 
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IT. Thermische Eigenschaften. 
1. Thermische Ausdehnung. 


a. Dichte und Volumenausdehnung swischen 25° und 1141. 


Die Dichte des Carborunds bei Zimmertemperatur wurde nach 
zwei verschiedenen Methoden bestimmt. Erstens an einzelnen aus- 
gesucht klaren Kristallblättchen nach der Schwebemethode unter 
Verwendung eines Glasschwimmers. Es ergab sich bei 250 4 — 3,115. 
Dann wurde gelegentlich der weiter unten beschriebenen Bestimmung 
der thermischen Ausdehnung die Dichte des Carborunds nach der 
Pyknometermethode unter Verwendung von etwa 2,5 gr Substanz 
und Quecksilber als Füllfüssigkeit ermittelt. Eine Carborundprobe 
ergab bei 25° d — 3,2100, bei 25,72 d — 3,2099; eine zweite Probe 
bei 32° d — 3,202. Diese letzteren Bestimmungen geben also 

.Mittelwerte für das Material der Carborundstufe, wie es bei der 

chemischen Analyse, der Messung der Volumenausdehnung und 
der spezifischen Wärme verwendet wurde, während die Zahl 3,115 
dem reinen Carborund entspricht, wie er für die Untersuchung 
der Brechungsindices und der Lichtabsorption benutzt wurde. 

In der Literatur habe ich folgende Angaben über die Dichte 
des Carborunds gefunden: 

Moissan !): 3,12 

Mülhäuser ?): 3,22 bei 15° 

Richards): 3,20 bei 20° 

Richards“): 3,123 

Franck 5): 3,10— 3,30. 

Der von Moissan untersuschte Carborund war aus seinen 
Reagentien im elektrischen Ofen hergestellt. Sein Wert und der 
zweite Wert von Richards stimmen mit meinem Werte gut überein. 
Für seinen Carborund ist daher bei 20° d — 3,120 als der richtige 
Wert anzunehmen. Der Wert von Mülhäuser und der erste von 
Richards entsprechen meinen nach der Pyknometermethode er- 
haltenen Zahlen, sie beziehen sich alle offenbar auf nicht ganz 
reines Siliciumcarbid. 

Wird ein im Gebläse bis zur Weiïfglut erhitzter Carborund- 
kristall in kaltem Wasser abgeschreckt, so zerspringt er nicht. 


1) Moissan, Ann. chim. phys. (7) 9. 1896. p. 296. 

2) Mülhäuser, Z. f. anorg. Chem. 5..1893. p. 105. 

3) Richards, Z. f. phys. Chem. 61. 1908. p. 100. 

4) Richards, zitiert nach Becke, Z. S. f. Krist. 24. per P- 542, 
5) Franck, Stahl und Eisen, 17, p. 485. 
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Die einzige an ihm erkennbare Veränderung ist die Bildung mehr 
oder weniger lebhafter Oberflächenfarben. Dieses — an das des 
Rotkupfererzes erinnernde — Verhalten legte den Gedanken nahe, 
daf der Carborund einen sehr kleinen thermischen Ausdehnungs- 
koeffizienten besitze, dessen experimentelle Feststellung von Inter- 
esse war. 

Es wurde zunächst versucht, die Volumenausdehnung bis zu 
hôheren Temperaturen nach der Pyknometermethode zu bestimmen, 
indem Quecksilber als Füllfüssigkeit benutzt wurde. Das Pykno- 
meter bestand aus einem zylindrischen GlasgefäBe von 2,1341 cem 
Inhalt bei 25° mit einem gut eingeschliffenen Stopfen, welcher eine 
kurze, an ihrem Ende sorgfältig eben abgeschliffene Kapillare trug. 
Zur Ausführung der Bestimmungen wurde das Pyknometer mit 
Carborundstücken und etwas Quecksilber gefüllt und dann mit 
aufoesetztem Stopfen in ein langes, schwer schmelzbares, an einem 
Ende geschlossenes Glasrohr À eingeführt. Dies Rohr À war 
durch einen Gummistopfen verschlossen, durch welchen ein zweites 
langes Glasrohr B hindurchführte, das mit seinem unteren Ende 
über die Pyknometer-Kapillare fafite. Das Rohr À wurde dann 
zum Teil mit reinem Quecksilber gefüillt und durch eine an Robr 
B angeschlossene Wasserstrahlluftpumpe evakuiert. Sodann wurde, 
indem das Rohr À sich in liegender Stellung befand, sodaB die 
Pyknometerôffnung vom Quecksilber nicht verdeckt war, das Queck- 
silber im Rohre À und im Pyknometer ca. */4 Stunde im Sieden 
erhalten, wobei das auf den Pyknometerstopfen drückende Robr 
B ein Lockern desselben verhinderte. Nachdem durch Aufrichten 
des Rohres À das Pyknometer vollständig unter Quecksilber unter- 
getaucht war, wurde das Sieden unterbrochen und nach erfolgter 
Abküblung Luft in das Rohr À eintreten gelassen. Damit nicht 
die durch Robr B einstrômende Luft das Pyknometer traf, besaf 
das Rohr B kurz unter dem Gummistopfen eine seitliche Üffnung. 
Das so gefüllte Pyknometer wurde in ein es dicht umschlieBendes 
dünnwandiges, unten geschlossenes Glasrohr gesetzt, an welchem 
ein vertikaler Griff befestigt war. Hiermit wurde es in ein weites 
langes Reagensrohr eingeführt, das in seinem unteren Teile mit 
Quecksilber gefüllt war und sich in einem Ülbade befand, welches 
durch einen Elektromotor gerübrt wurde. | Die Temperaturbe- 
stimmung erfolgte durch von der P. T. R. geaichte Thermometer, 
welche neben dem Pyknometer in das Quecksilberbad tauchten. 
Bei der Aiïichung des Pyknometers ergab die Methode bis 800° 
ausgezeichnete Resultate. Bei der Küllung mit Carborund .aber 
zeigten schon die bei 100° erhaltenen Werte nicht unerhebliche 
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Abweïichungen unter einander, bei ca. 150° begannen sich vereinzelt 
kleine Bläschen im Pyknometer zu zeigen, deren Zahl und GrôBe 
mit steigender Temperatur zunahm. Es war also trotz der bei 
der Füllung des Pyknometers getroffenen VorsichtsmaBregeln nicht 
erreicht, die an den Carborundstückchen auBerordentlich fest ad- 
härierenden Luftschichten vollständig zu entfernen. Es sind daher 
in der Tabelle 27 nur zwei Messungsergebnisse für niedere Tem- 
peraturen gegeben, welche naturgemäfi auch nur Annäherungswerte 
darstellen. Den aus diesen Versuchen berechneten kubischen Aus- 
dehnungskoeffizienten 3& sind die nach den weiter unten mit- 
geteilten Messungen berechneten Werte zum Vergleiche beigefügt: 


Tabelle 27. 


: Mittel- 3 œ 
LE En Temp. Da nach pag. 319 
| 
9 
1000 4 sb 63° 7,69 7,39 Probe 1. 
1159 3 2008 Li 6,71 7,55 Probe 2. 
r) , | 


b. Anderung eines Kristallwinkels zwischen 20° und 600. 


Da die eben geschilderte Methode sich für hôhere Temperaturen 
als nicht brauchbar erwiesen hatte, wurde dazu übergegangen, 
die thermische Ausdebnung durch Messung der linearen Ausdehnung 
in der Richtung der Vertikalen nach der Fizeauschen Methode 
und der Ânderung eines Kristallwinkels mit der Temperatur zu 
bestimmen. 

Für die letztere Bestimmung konnten natürliche Pyramiden- 
flächen wegen ïhres stets mangelhaften Reflexbildes nicht ver- 
wendet werden. Es wurde daher an einem Kristall eine zur Basis 
geneigte Fläche angeschliffen. Durch ein Versehen bei der 
Justierung des Schleifdreifuf$es enstanden zwei ein wenig gegen- 
einander geneigte Flächen, welche beide poliert und zu Messungen 
benutzt wurden. Der Kristall befand sich auf einem Porzellan- 
stabe auf dem Justierkopfe eines Goniometers, dessen Nonius 
10" abzulesen erlaubte. Die Erhitzung erfolgte im Rinne-Eyk- 
mannschen Ofen, die Temperaturmessung mit einem Thermoelement. 
Die Tabelle 28 gibt die Ergebnisse zweier Messungsreihen, von 
denen die eine mit der einen, die andere mit der anderen ange- 
schliffenen Fläche ausgeführt wurde. Die Werte zeigen, da die 
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Winkel im ganzen untersuchten Temperaturbereiche innerhalb der 
Fehlergrenze konstant bleiben. Zur Veranschaulichung sei er- 
wähbnt, da eine Winkeländerung von 10” zwischen 20° und 600° 
einem Verhältnis der beiden Ausdehnungskoeffizienten parallel und 


B 


senkrecht zur Vertikalachse von TS 0,99990 entsprechen würde. 


Es sind demnach die beiden Ausdehnungskoeffizienten des Car- 
borunds praktisch einander gleich. 


Tabelle 28. 
Winkel zwischen Basis 
Temperatur und angeschliffener Fläche 
20,79 30° 24 53" | 
4020 80° 24! 54" 1. Versuchsreihe. 
601,50 30° 24! 45” 
16° 30° 28! id : 
5880 300 2 ee 2. Versuchsreihe. 
LA 


c. Ausdehnung in der Richtung der Vertikalachse zwischen 10° und 410. 


Die Messung der thermischen Ausdehnung nach der Fizeau- 
schen Methode erfolgte mit einem mit den Verbesserungen von 
Abbe versehenen InterferenzmeBapparat von der Firma Zeïf, 
welcher der von Pulfrich') gegebenen Beschreibung und Abbildung 
entsprach. Das benutzte Interferenztischchen bestand aus Stahl ?). 
Zur Beleuchtung diente bei den Messungen des Carborunds das 
Licht der roten Wasserstofflinie H, einer Spektralrôhre. Für die 
Aïchung des Stahltischchens wurde, da bei den grofen Gangunter- 
schieden das Licht der Wasserstofflinie nicht homogen genug ist, 
um Interferenzstreifen zu liefern, als Lichtquelle eine Quecksilber- 
bogenlampe verwendet, deren grüne Linie zur Messung benutzt 
wurde. Zur Erwärmung des Interferenztischchens diente ein elek- 
trischer Ofen von ZeiB. Auf einen von drei hohen Metallfüfen 
getragenen Glassockel war eine b mm starke Kupferscheibe von 
8cm ® aufgesetzt, welche in der Mitte auf einer ringfôrmigen 
Erhôhung einen eben geschliffenen Glasring trug, auf dem das 
Interferenztischchen aufgestellt wurde. Der eigentliche Ofen besaf 
Glockenform und konnte über den Unterbau gestülpt werden, 
wobei ineinander greifende Nuten des Ofens und der Kupfergrund- 


1) Pulfrich, Z. f. Instrumentenkunde 1898. p. 261. 
2) Pulfrich, ib. 1893. p. 2. 
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platte einen dichten VerschluB lieferten. Der Ofen bestand aus 
einem KupfergefäB von 8 mm Wandstärke und 7 em Hôhe. Oben 
war in einer zentralen Durchbohrung ein 17 cm langes Rohr 
vertikal verschiebbar, welches an den Enden durch plangeschliffene 
schwach keilf‘rmige Glasscheiben verschlossen war. Um die 
Kupferglocke war unter Verwendung von Asbest als Isoliermaterial 
0,1 mm starker Platindraht als Heizspirale gewickelt. Über die 
starkwandige Kupferglocke faBte eine zweite dünnwandige, welche 
mit der ersteren so verbunden war, daf zwischen beiden keine 
metallische Verbindung bestand und ein Luftraum blieb, welcher 
durch mehrere Durchbohrungen des inneren Kupfermantels mit 
dem inneren Ofenraume zusammenhing. Der ganze Ofen war zur 
Isolation aufen mit Asbest umkleidet. Die Temperaturmessung 
erfolgte mit einem vor und nach den Messungen geaichten Cu- 
Konstantan Thermoelement, welches durch die Bodenplatte in den 
Ofen eintrat. Um die bei zu kleiner Eintauchtiefe entstehenden 
Unsicherheïten in der Temperaturmessung zu vermeiden, war das 
Thermoelement im Ofen kreisfôrmig um das Interferenztischchen 
herumgeführt, wobei es auf vier dünnen durch den Boden des 
Ofens eintretenden Glasstäben ruhte, welche gemeinsam durch 
eine unterhalb des Ofens angebrachte Triebvorrichtung gehoben 
und gesenkt werden konnten, um die Lôtstelle des Thermoelementes 
unmittelbar neben das Untersuchungsobjekt zu bringen. Der Ofen 
heizte sich wegen der zu erwärmenden grofen Kupfermasse nur 
langsam an, gab aber dann gut bis zu 1° konstante Temperaturen. 
Der grôfite Vorzug des Ofens war, daf die Temperatur nach ein- 
getretener Konstanz im ganzen inneren Luftraume bis auf 1° die 
gleiche war. 

Zu meinem Bedauern stand mir kein Interferenztischen aus 
Platin zur Verfügung, sodaB die Messungen der thermischen Aus- 
dehnung nicht bis zu hohen Temperaturen ausgedehnt werden 
konnten. Die erreichte Temperaturgrenze von 410° machte bei 
der Aiïchung des Stahltischchens bereits die grôBten Schwierig- 
keiten, denn zwischen 300° und 400° begann die plangeschliffene, 
polierte Stahlfläche anzulaufen, sodaf die Interferenzstreifen matter 
und matter wurden und schliefilich ganz verschwanden. Auch das 
galvanische Überziehen der Fläche zunächst mit Kupfer und 
darüber mit Gold verbesserte die Verhältnisse nur wenig. Die 
Aichung bei 400° wurde erst môglich, als zwischen 300° und 400° 
getrockneter reiner Wasserstoff durch ein durch die Bodenplatte 
des Ofens eingeführtes Rohr in den Heizraum geleitet wurde. 
Auch dann muften die Messungen mit môglichster Beschleunigung 
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ausgeführt werden, da die im Ofen bei Erhitzen der Asbestiso- 
lation stets freiwerdende Luft eine langsame Veränderung der 
polierten Goldfläche durch Einwirkung auf die darunter liegende 
Stahlfläche hervorrief. 

Zur Untersuchung wurde eine Platte aus Carborund ver- 
wendet, welche aus dem grüfiten und dicksten der mir zur Ver- 
fügung stehenden Kristalle geschliffen wurde. Wie alle diese 
Carborundkristalle hatte er eine grofe und eine sehr kleine Basis- 
fläche. Einige Einschlüsse und Blasenräume nahe der grofien Basis 
wurden durch Abschleifen entfernt; die kleine Basis wurde solange 
abgeschliffen, bis sie eine solche GrôüBe besaB, daB mit ihr drei 
Interferenzstreifen von 150 Trommelteilen Abstand bequem beob- 
achtet werden konnten. Während die untere Basis nur auf einer 
Glasplatte feingeschliffen wurde, erhielt die obere Politur. Zum 
Schleïfen benutzte ich einen Wülfingschen Schleifdreifuf. Das 
erste grobe Abschleifen geschah durch maschinellen Antrieb, das 
Feinschleifen und Polieren mit der Hand. Als Schleifmittel diente 
Carborundpulver, als Poliermittel Diamantine und feinster Glas- 
staub. Die Herstellung der Platte erforderte 3 Wochen Zeit. 

Die nôtigen Dickenmessangen wurden mit einem Abbeschen 
Dickenmesser ausgeführt, welcher relative Dicken auf 0,0001 mm, 
absolute auf 0,001 mm zu messen erlaubte. 

Zwei Messungsreihen wurden mit der Carborundplatte ausge- 
führt. Zwischen beiden wurden Messungen am Quarz und die 
Aichung des Stahltisches vorgenommen. Von den beiden Versuchs- 
reihen des Carborunds ist allein die zweite ausschlaggebend; denn 
während der ersten Reïhe zeigte sich zwischen 300° und 400° eine 
mit der Versuchsdauer fortschreitende Veränderung des Stahldrei- 
fufes durch Anlassen. Bevor daher weitere Messungen vorge- 
nommen wurden, wurde der StahldreifuB lange Zeit auf 400° erhitzt, 
um ihn in einen stationären Zustand zu überführen. Bei den 
späteren Messungen traten dann auch keine stôrenden Verände- 
rungen mehr hervor. Die erste Carborund-Mefreihe, welche mit 
dem garnicht oder nur wenig angelassenen Stahltisch ausgeführt 
und unter Zugrundelegung der Ausdehnungskoeffizienten, welche 
mit dem angelassenen Stahltisch bestimmt sind, berechnet wurde, 
muf zu hohe Werte für den Ausdehnungskoeffizienten des Car- 
borunds ergeben. Denn der Ausdehnungskoeffizient des Stahls 
steigt beim Anlassen. So fanden Charpy und Grenet!) iühn für 
gehärteten Stahl — 0,0,100, für angelassenen 0,0,1115 zwischen 


1) Charpy und Grenet, C. R. 136. 1903. p. 92. 
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0° und 100° und analog Andrews’) für harten Bessemerstahl 
0,0,101, für weichen 0,0,117 zwischen — 18° und 100°, während 
zwischen 100° und 300° die entsprechenden Werte 0,0,133 und 
0,0,159 erhalten wurden. 

Weil aus meiner Messungsreihe dieser vorauszusehende EinfluB 
des Anlassens charakteristisch hervorgeht, sind die erhaltenen 
Werte mitgeteilt. 

Bei der geringen Dicke der verwendeten Carborundplatte von 
1,193 mm ist natürlich selbst bei der grofen Schärfe der Abbe- 
Fizeauschen Mefimethode keine grofe Genauigkeit zu erreichen. 
Die Einstellungen des Doppelfadens auf die Streifen war im Mittel 
bis auf einen Trommelteil genau, welcher bei den Messungen mit 
Carborund etwa ‘150 Streifenbreite entsprach. Bei der Aichung 
des Stahltisches betrug die Genauigkeit der Einstellang nur etwa 
l/100 Streifenbreite. Die Genauigkeit der Messungsresultate aber 
‘ist geringer, denn sie ist ausschlaggebend bedingt durch die Ge- 
nauigkeit der Temperaturbestimmung, welche etwa + 1° betrug, 
in einzelnen Fällen aber auch bis auf 2° fehlerhaft sein mag. 

Bei der mühsamen Arbeit der Ausgleichung aller gewonnenen 
Werte nach der Methode der kleinsten Quadrate bin ich durch 
Herrn cand. B. Gudden in dankenswerter Weise unterstützt worden. 

In Tabelle 29 sind die Aiïchungsmessungen am Stahltischchen 
mitgeteilt, die Fig. 7 gibt die hiermit erhaltene Kurve. Von 
dicht aufeinanderfallenden Beobachtungspunkten ist nur einer auf 
ihr durch einen Kreis markiert worden. 


Tabelle 29. 
Stahltisch. Grüne Hg-Linie. Streifenbreite 150—180 Trommelteile. 


: Barometer-| Schrauben-| Beob. Korrig. Längen- 
Temperatur - Intervall tes lingé Streifen- | Streifen. | änderung 
von bis mm Hg mm | zabl zahl uw 

11,30 117,40 750,6 5,1775 19,02 20,47 5589 
LPS 221,60 753,6 5,1775 39,96 42,24 11533 
12,80 219,80 753,0 5,1775 39,06 41,30 11277 
117,49 221,20 750,6 5,1775 20,98 21,80 5952 
221,60 312,99 753,9 5,1775 21,00 21,47 5862 
219,80 316,50 752,0 5,1786 21,97 22,46 6133 
3110 400,10 753,7 5,0296 21,91 22,26 6078 


Die in der letzten Spalte angeführten Werte sind alle für 
eine Schraubenlänge von 5,1775 mm berechnet. 


1) Andrews, Proc. Roy. Soc. 48. 1887/88. p. 299. 
Kgl. Ges.d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse. 1915. Heft 3. 22 
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Tabelle 30. 


Stahltisch. Schraubenlänge: 5,1775 mm 


Beobachtete | Berechnete 


Temperatur - Intervall Längen- Längen- Differenz 
zunahme zunahme 
von | bis | uu | uu pu 
11,39 117,40 5589 5469 — 120 
11,10 221,60 11533 11522 IS 
12,80 219,89 11277 11329 + 52 
117,49 221,20 5952 6019 + 67 
221,60 812,90 5862 5842 — 20 
219,8° 316,59 6133 6193 + 60 
3110 400, 1° 6078 5999 — 179 
Figur 7. 
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Aus den gemessenen Werten berechnet sich nach der Methode 
der kleinsten Quadrate die Formel: 


1, = 1,(1+ 9,198 >< 107 #+ 5,925 >< 107°#) 


über einige physikalisehe Eigenschaften des Carborunds. II. 317 


Die aus der Tabelle 30 sich ergebende mittlere Abweichung 
von 58,6 uu zwischen den berechneten und beobachteten Werten 
steht im vollen Einklange mit der Genauigkeit der Temperatur- 
bestimmung, da pro 1° im Mittel eine 54,6 uu entsprechende 
Streifenverschiebung stattfindet. 

Zum Vergleich mit den oben gewonnenen Konstanten 
a — 9,193 >< 10%, B — 5,925 =< 10° seien die entsprechenden 
Werte einiger anderer Beobachter angefübrt. 


Holborn und Day !): 

a — 9,173 < 10%; B — 3,36 >< 107° (0° — ca. 300°), Stahl. 
Dittenberger ?): 

a — 11,181 < 10; 8 — 5,26 = 10° (0°— 7502), FluBstahl. 
. Benoit ?): 


a — 10,854 < 10"; B — 5,23 >< 10° (0°— 80°), langsam ge- 
küblter Stahl. 


Aus der Formel für die Abhängigkeit der Länge des Stahls 
von der Temparatur, berechnet sich der wahre lineare Ausdeh- 


. — o, — 9,193 >< 107 + 11,85 >< 1074. 
Die Tabelle 31 gibt für einige Temperaturen den so berech- 
neten Ausdehnungskoeffizienten. 


nungskoeffizient zu 


Tabelle 31. 


Stahl, 


Wabrer linearer 


Temperatur Ausdehnungs- 
koeffizient 


0° 9,193 >< 1079 
100° 10,888, 
2000 11,568 
300° 1274800 e 
400° 13,933 


1) Holborn und Day, Ann, d. Phys. (4) 2, 1900, p. 505. 
2) Dittenberger, Z. S. d. Ver D. Ing. 46, 1902, p. 1532. 
3) Benoit, J. d. phys. (2) 8, 1889, p. 258. 
22* 
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In den Tabellen 32 und 33 sind die Messungen der beiden 
Versuchsreihen am Carborund mitgeteilt, von denen die der 
zweïiten durch eine Kurve in Fig. 7 wiedergegeben sind. Die, 
wie erwähnt, ausschlaggebende zweite Messungsreihe gibt unter 
Ausgleichung der Werte nach der Methode der kleinsten Quadrate : 


1, = 1, (1 + 2,118 >< 10° #+ 2.741 >< 10° #) 


Tabelle 34 gibt eine Nebeneinanderstellung der mit dieser 
Formel berechneten und der gefundenen Werte. 


Tabelle 32. 
Carborund erste Versuchsreihe. 
Dicke der Carborundplatte 1,193 mm 
ñ » Luftschicht 0,089 , 
Länge der Stahlschrauben 1,282 
Rote Wasserstofflinie Ha. 
é Berechnete 
Dicken- L Aus- 
Temperatur- Baro- | Bcobach- Korri- | änderung Längen- dehnung 
Intervall ol tete gierte der nn der Carbo- 
Stan 8treifen- || Streifen- : er ÿtant- 
es re Luftschicht SéMEan ben rundplatte 
von bis |mm. Hy uu uu 
3,182 3,208 1052,5 1406,8 
3,225 3,239 1062,7 1571,4 
6,448 6,500 2132,7 2975,9 
9,935 9,998 3280,4 4632,8 
8,234 8,241 1063,4 1430,7 
Tabelle 33. 


Carborund-zweite Versuchsreihe. 
Dicke der Carborundplatte 1,193 mm 

» » JLuftschicht 0,115 , 
Länge der Stahlschrauben 1,308 , 
Rote Wasserstofflinie Hy. 


Baro- | Beobach-| Korri * Dicken- res Aus- 
T ÿ : eobach- orri- | à È 
at nées Je | ane Lee | anime Len. 
Stan Streifen- | Sireifen- : er Dtan! 
es zabl Luftschicht bre ben rundplatte 
yon bis |mm. Hg uu uw uw 
9,80] 127,1°| 741 3,527 3,562 | 1168,7 1534,9 366,2 
197,19 10223,90 740,9 3,236 3,252 1067,0 1427,3 360,3 
10,25 | 223,90| .734,9 6,746 6,796 2229,8 2957,4 727,6 
10,20 | 325,20! 734,9 | 10,591 | 10,652 | 3494,9 4606,5 || 1111,6 
325,20] 419,70| 734,8 3,321 3,328 | 1091,9 1552.6 460,7 
10,20! 412,70| 743,8 13,914 18,983 4587,9 6158,1 1570,2 
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Tabelle 34. 


Carborund zweite Versuchsreihe. 


Beobach- Berechnete 
Temperatur- | tungsmittel || Ausdehnung 
Intervall der Carbo- | der Carbo- Disférens 
rundplatte || rundplatte 
von bis ua uu | 
9,8° 
127,10 


10,20 
10,29 
395,20 
10,20 


Der lineare wahre Ausdehnungskoeffizient ist demnach durch 
die Formel gegeben: 


æ, — 2,118 >< 107 + 5,482 >< 107 4. 


Tabelle 35 gibt für einige Temperaturen den so berechneten 
linearen Ausdehnungskoeffizienten, dem auch der kubische beige- 
fügt wurde. Letzterer ist ja, da sich aus den Messungen der 
ÂAnderung des Kristallwinkels mit der Temperatur die Gleichheit 
der beiden linearen Ausdehnungskoeffizienten des Carborunds er- 
.gab, einfach das dreifache des linearen Ausdehnungskoeffizienten. 


Tabelle 35. 


Carborund. 


: Wahrer linearer | Wahrer kubischer 


Temperatur Ausdehnungs- Ausdehnungs- 
koeffizient koeffizient 

0° 2,118 >x< 10-58 6,354 x 104 
100. 2,666 , 7,998 
2000 8,214, ,, 9,642 , 
300° 71680 11,289 , 
400° 4,810 12,930 


Um einen Überblick über die Genauigkeit des angewendeten 
MeBverfahrens zu erfahren, wurde der Ausdehnungskoeffizient des 
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Quarzes an einer 3,816 mm dicken sehr genau senkrecht zur Ver- 
tikalaxe geschnittenen Platte gemessen. Es ergab sich der wahre 
lineare Ausdebnungskoeffizient bei 20° zu 7,37 >< 10*, während 
Scheel !) 7,452 >< 10 angibt. Die beiden Werte stimmen also bis 
auf ca. 1°) überein. Auf die Wiedergabe der Messungsreihen 
verzichte ich, da meine Messungen naturgemäB in bezug auf Ge- 
nauigkeit mit denen Scheels in keiner Weise in Parallele gestellt 
werden kônnen. 

Der lineare Ausdehnungskoeffizient des Carborunds liegt zwi- 
schen den entsprechenden Werten seiner Komponenten. Der wahre 
lineare Ausdehnungskoeffizient des Diamants ist bei 40° nach 
Rôntgen ?) 1,19 >< 10, der [des Carborunds 2,34 >< 10°, während 
für Silicium der entsprechende Wert nach Fizeau *) 7,63 = 107* ist. 

Das Eingangs erwähnte Verhalten des Carborunds, beim Ab- 
schrecken nicht zu zerspringen, wird nicht allein auf den doch 
immerhin nicht sehr kleinen Ausdehnungskoeffizienten zurückzu- 
führen sein. Es wird vielmehr auferdem noch in der guten Wärme- 
leitungsfähigkeit und dem Fehlen von Spaltbarkeit begründet sein. 


2. Spezifische Wärme. 


a.  Messungsmethode. 


Die Messungen der spezifischen Wärme wurden mit einem 
Bunsenschen Eiskalorimeter ausgeführt, welches mit den von Schul- 
ler und Wartha“) angegebenen Verbesserungen versehen war. 
Der vom Eismantel umgebene innere Aufnahmeraum des Kalori- 
meters hatte eine Hôhe von 12,5 cm bei 2,6 cm Durchmesser, fafite 
also ca. 65 cem. Bei Ausführung der Versuche war dieser Raum 
bis zu 8 cm Hôühe mit Wasser gefüllt Um beim Hineinfallen des 
Untersuchungsobjektes eine Verletzung des Gefäfes zu verhüten, 
war ein dicht anschliefender 8 em hoher mit zahlreichen Durch- 
bohrungen versehener Zylinder aus dünnen Nickelblech eingesetzt, 
welcher auf dem Boden ein aus feinsten Kupferdrähten beste- 
hendes elastisches Knäuel trug. Das sich an den Eismantelraum 
anschliefende engere Rohr trug an seinem oberen Ende einen 
Dreiweghahn, durch welchen es sowohl mit einem Fülltrichter als 


1) Scheel, Verh. D. phys. Ges. 9, 1907, p. 3. 

2) Rôntgen, Sitz.-Ber. d. Ak. d. Wiss. München, 1912, p. 381. 
3) Fizeau, C. R. 68, 1869, p. 1125. 

4) Schuller und Wartha, Wied. ‘Ann. 2, 1877, p. 359. 
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mit dem Saugrohre, welches einen nach Schuller und Wartha her- 
gestellten Saugkopf trug, verbunden werden konnte. Das Kalo- 
rimeter ruhte auf einem Sockel von Hartgummi in einem zylin- 
drischen KupfergefäfBe, dessen übergreifender Deckel zwei pas- 
sende Durchbohrungen für die herausragenden Rohre des Kalori- 
meters hatte, welche durch halbierte gut abgedrehte Korkstopfen 
fest verschlossen werden konnten. Das Kupfergefäf stand auf 
einem mit Durchbohrungen versehenen Hartgummiringe in einem 
aufen vernickelten zylindrischen Messinggefäfe, das zum Ab- 
laufen des Schmelzwassers einen Hahn besaf. Auf den oberen 
Rand des Messinggefäfes konnte ein 10 em hoher Blechring auf- 
gesetzt werden, um auch die oberen herausragenden Teile des 
Kalorimeters mit Eis umgeben zu künnen. Bei der relativ nie- 
drigen Temperatur im Versuchsraume (im Mittel + 4°) war eine 
weitere Umhüllung des vernickelten Gefäfes überflüssig. Zum 
. raschen Auswechseln der unter den Saugkopf zu stellenden Queck- 
silber-Näpfe diente eine Vorrichtung, wie sie Schuller und Wartha 
benutzten: um die Quecksilbernäpfe vor Verunreinigungen zu 
schützen, befanden sie sich in einem vorn durch eine abnehmbare 
Glasscheibe grôBtenteils geschlossenen Blechgehäuse, in welches 
das Saugrohr durch eine Offnung in der Rückwand eiïntrat. Da- 
mit nicht Schmelzwasser am Saugrohre entlang fliefend in die 
Quecksilbernäpfe gelangen konnte, trug das Saugrohr kurz vor 
seinem Eintritt in das Schutzgehäuse eine aufgekittete Metall- 
scheibe. Der Eismantel im Calorimeter wurde durch Einführen 
eines mit fester Kohlensäure gefüllten langen Reagensrohres in 
das z. T. mit Alkohol gefüllte AufnahmegefäB erzeugt. Das 
Wasser, womit das Calorimeter luftfrei gefüllt war, war durch 
nochmaliges Destillieren gewühnlichen destillierten Wassers unter 
Verwendung eines Silberkühlers gereinigt worden. Das zur Fül- 
lung verwendete Quecksilber war chemisch reines. Der Eismantel 
im Kupfergefä8 wurde durch Einsetzen des mit destilliertem 
Wasser gefüllten Gefäfes in eine Kältemischung erzeugt, feinge- 
schabtes aus destilliertem Wasser hergestelltes Eis wurde als 
oberer Abschluf auf das Wasser aufgefüllt. 

Bei den Messungen der spezifischen Wäme bei hohen Tempe- 
raturen mit dem Eiscalorimeter sind vor allem folgende müglichen 
Fehlerquellen zu berücksichtigen: 


1. Wärmeverlust des Untersuchungsobjektes durch Strahlung 
während des Falles aus dem Ofen in das Aufnahmegefäf des Ca- 
lorimeters. 
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2. Wärmeverlust des Untersuchungsobjektes durch Berüh- 
rung mit den oberen Wandteilen des Calorimeters beim Hinein- 
fallen. 

3. Wärmeverlust beim Hineinfallen des glühenden Kôrpers 
in das Wasser des Aufnahmeraumes durch Entwicklung von Was- 
serdampf, wenn der Dampf sich erst an den oberhalb des Eis- 
mantels liegenden Gefäfwänden niederschlägt. 

4. Wärmezufubr durch Strahlung des glühenden Erhitzungs- 
ofens bei der zur Einführung des Untersuchungsobjektes nôtigen 
Offnung der Ofenmündung. 

1. Die Fehlerquelle 1 wird klein, wenn man das Unter- 
suchungsobjekt in ein Gefäf einschlieft und zwei Messungsreihen 
unter unveränderten äuBeren Umständen, die eine mit dem ge- 
füllten, die zweite mit dem leeren Gefäfe, durchführt. 

Da die mir zur Verfügung stehenden Mittel nicht erlaubten 
ein Platingefä$ — welches übrigens mit beginnender Rotglut von 
Carborund angegriffen wird — zu verwenden, so wurde ein Reïn- 
nickelgefäf hergestellt, was zwar die Schwierigkeit mit sich 
bringt, daf der bei ca. 360° liewende Umwandlungspunkt des 
Nickels eine grôfBere Zahl von Messungen erfordert. Bei den 
Temperaturen oberhalb 800° tritt eine durch Gewichtszunahme 
merkliche Oxydation ein, welche bei 1000° bereïts sehr erheblich 
ist. Um solchen Veränderungen des Gefäfes während der Mes- 
sungen vorzubeugen, wurde das NickelgefäB vorher durch längere 
Erhitzung auf 1000° mit einer dichten Oxydschicht überzogen. 
Bei den Messungen zeigte dann das so behandelte GefäB bis 850° 
keine bemerkbare, bei 950° eine sehr geringe Gewichtszunahme 
infolge fortschreitender Oxydation. Die hierdurch entstehende 
Fehlerquelle wurde nach Müglichkeit durch die angewandte Rei- 
henfolge in den Messungen von leerem und gefülltem Gefäfe aus- 
geglichen. Das zylindrische Nickelgefäf bestand aus 0,1 mm 
starkem Blech mit eingesetztem Boden und abnehmbarem Deckel. 
Es trug oben einen Henkel, welcher in der Mitte eine vertikale 
mit einer ca. 4 mm weiten Bohrung versehene Platte trug. Ein 
durch Feiïlenschlag rauhgemachtes kleines Nickelblechstück, das 
an seinem einen Ende ebenfalls ein etwa 4 mm weïites Loch besañ, 
war mit dem Henkel durch einen ca. 6 mm weïiten dünnen Nickel- 
blechring, welcher durch die beiden 4mm Bohrungen ging ver- 
bunden. Dieses rauhe Nickelblechstück diente zum Einhängen des 
GefäBes in die weiter unten beschriebene Klemmvorrichtung. Die 
Hôühe des GrefäBes vom Boden bis zum oberen Rande war 3,7 cm, 
bis zum Ende der Henkelplatte 5 em. Sein Durchmesser betrug 
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1,1 cm, sein Leergewicht 2,112 gr. Zum Festhalten des Deckels 
diente ein kleiner Nickelblechstreifen. Da dieser infolge des viel- 
fachen Umbiegens häufig brach und durch einen neuen ersetzt 
werden mufte, so waren damit geringe Gewichtsänderungen des 
GefäBes verbunden, welche natürlich berücksichtigt worden sind. 


2. Fehlerquelle 2 wurde dadurch vermieden, daB das Auf- 
nahmegefäB des Kalorimeters genau lotrecht und zentral zu dem 
in einer Klemmvorrichtung frei beweglich hängenden Nickelge- 
gefäfe gestellt wurde. Hierzu dienten drei auf dem Deckel des 
inneren KupfergefäBes angebrachte Schraubenspreizen, mit denen 
dieses Grefä$ und damit das in ihm feststehende Glas-Calorimeter 
in jeder Stellung gegen das äuferste MessinggefäB festgehalten 
werden konnte. Zur genauen Einjustierung wurde an Stelle des 
NickelgefäBes ein kleines Lot, welches an einer der des Nickelge- 
fäfes entsprechenden rauhen Nickelblechplatte hing, in die Klemm- 
- vorrichtung eingeführt, und nun durch Drehen der Schrauben- 
spreizen das Calorimeter so verschoben, da das Pendel und seine 
Schnur genau zentral im Aufnahmeraume des Calorimeters hingen. 
Da der Aufnahmeraum 2,5 cm Durchmesser, das NickelgefäB nur 
1,1 cm Durchmesser hatten, so war durch das beschriebene Ver- 
fahren ein Berühren des fallenden Gefäfies mit den oberen Teilen 
des Calorimeters ausgeschlossen. 


3. Diese Fehlerquelle läft sich durch experimentelle Hilfs- 
mittel nicht beseitigen. Von ihrer nicht in Betracht kommenden 
GrôBe habe ich mich überzeugt, indem ich verschiedentlich nach 
Versuchen bei hohen Temperaturen das Kalorimeter aus den 
SchutzgefäBen herausgenommen habe. Es zeigte sich stets, daf 
die Abschmelzung des Eises nach oben hin stets scharf dort ab- 
schlof, wo der innere Nickelblechschutzzylinder aufhôrte. Das 
darüber folgende Stück des Eismantels lag selbst nach mehreren 
hintereinander ausgeführten Versuchen noch vollständig dicht der 
Wandung des Aufnahmeraumes an. 


4. Fehlerquelle 4 würde, wenn das Einführen des Unter-. 
suchungsobjektes in der bei niederen Temperaturen üblichen Weise 
durch die Hand erfolgte, bei hohen Temperaturen sicherlich zu 
nicht unbedeutenden Fehlern Veranlassung geben, da ja der Ofen 
môglichst nahe über das Calorimeter gebracht werden muf, um 
den Fallraum der Substanz klein zu gestalten, und die verschie- 
denen Manipulationen — Ablesen der Ofen-Temperatur, Üffnen 
des Ofen- und Calorimeterverschlusses, Fallenlassen des Kürpers, 
Verschliefen von Ofen und Calorimeter nicht unbedeutende Zeit 
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erfordern. Es wurde daher folgende Einrichtung getroffen, welche 
diese Vorgänge automatisch veranlafite. 


a. Die Klemmvorrichtung für das Nickelgefäf. 


Sie bestand aus einem feststehenden von oben in den Ofen 
hineinragenden Stabe aus Marquardtscher Masse mit doppelter 
Darchbohrung, durch welche ein Thermoelement geführt wurde, 
und einem hiergegen beweglichen Arme aus 1,5 mm dicken Nickel- 
draht, welcher mit seinem unteren rechtwinklich umgebogenen 
und etwas vorspringenden Ende vermittels eines über Rollen lau- 
fenden an seinem Ende ein schweres Gewicht tragenden Drahtes 
gegen das untere Ende des feststehenden Stabes gegengeprefit 
wurde. Das Gewicht war mit dem Drahte durch ein mit einer 
weiten Ausbohrung, die in ihrem oberen Teile randlich keilfôrmig 
zugeschärft war, versehenes Metallzwischenstück verbunden. In 
diese Ausbohrung ragte das kurze Ende eines sehr ungleicharmigen 
Hebels, welches auf seiner oberen Kante einen keilf‘rmigen Ein- 
schnitt trug, in den die Zuschärfung des Metallzwischenstückes 
hineinfafite. Wurde der längere Hebelarm niedergedrückt, so hob 
sich das am Drahte hängende Gewicht, und der bewegliche Nickel- 
arm der Klemmvorrichtung wurde von dem feststehenden Stabe 
durch eine zwischen beiden angebrachte Feder entfernt. 


b. Die Verschlufvorrichtung für Ofen und Calorimeter. 


Zwischen dem elektrischen Ofen, demselben welcher auch für 
die Bestimmung der elektrischen Leitfähigkeit und der Absorption 
benutzt worden war, und der Calorimeterôffnung befand sich 
direkt unter dem Ofen eine groBe Asbestplatte, die nur ein 
der Ofenmiündung entsprechendes Loch hatte, welches durch eine 
Asbestplatte verschlossen werden konnte. Unterhalb der Asbest- 
platte lief auf zwei Schienen ein kleiner Wagen, welcher ein dop- 
peltes Dach aus zwei durch einen Luftraum getrennten Asbest- 
platten trug. Der mit Eis zu füllende Wagen, welcher mit seinen 
Boden dicht über die Calorimeter6ffnung strich, war an seinem 
einen Ende durch eine über eine Rolle laufende ungedrehte Hanf- 
schnur mit einem Gewichte verbunden, welches hinreichte, um 
den Wagen mit Leichtigkeit auf den Schiénen zn bewegen. An 
dem entgegengesetzten Ende des Wagens zog ein in gleicher 
Weise befestigtes mehr als doppelt so schweres Gewicht, welches 
an seinem unteren Ende einen randlich angesetzten Dorn trug. 
Dieses Gewicht war mit der Hanfschnur durch eine Aufhänge- 


über einige physikalische Eigenschaften des Carborunds. II. 325 


vorrichtung verbunden, welche aus einem an der Schnur befe- 
stigten steigbügelartigen Metallrahmen und einem an dem oberen 
Ende des Gewichtes sitzenden starken Messingstab mit einem an 
seinem Ende rechtwinklig herausspringenden Vorsprunge bestand. 
Die Form dieses hackenartigen Ansatzes war so gewählt, daB das 
Gewicht sich mit ibm in den Steigbügel einhängen lieB, aber beim 
Auftreffen auf eine feste Unterlage infolge der dann eintretenden 
Neigung des Gewichtes aus dem Steigbügel abglitt und damit die 
Hanfschnur entlastete. Dieses schwere Gewicht hing über dem 
zur Auslôsung der Klemmvorrichtung dienenden Hebelarme, welche 
an dieser Stelle eine kleine eiserne Plattform trug. Die ganze 
Vorrichtung wurde in folgender Weise in Tätigkeit gesetzt. 
Nachdem das Nickelgefäf in die Klemmvorrichtung eingeführt 
war, wozu der Ofen an einer Gleitschiene herabgelassen werden 
konnte, wurde das leichtere der beiden am Wagen ziehenden Ge- 
. wichte soweit heruntergezogen, da die Mitte des Wagens sich 
zwischen Ofen und Calorimeter befand, und in dieser Stellung 
durch eine leicht auszulôsende Vorrichtung festgehalten. Dann 
wurde auf der anderen Seite des Wagens das schwere Gewicht 
in den Steigbügel gehängt. Wurde jetzt durch Betätigung der 
Auslôsung das leichtere Gewicht losgelassen, so zog das schwerere 
Gewicht den Wagen zwischen Ofen und Calorimeter fort und 
lôste beim Herabsinken durch den Druck auf den langen Hebelarm 
die Klemmvorrichtung aus, sodaB das Nickelgefäf fiel. Die sofort 
danach einsetzende Schieflegung des schweren Gewichtes führte 
zu dessen Abgleiten aus dem Steigbügel und das leichtere Gewicht 
zog den so auf der anderen Seite freigegebenen Wagen in seine 
alte Stellung zurück. Der ganze Vorgang dauerte nur den Bruch- 
teil einer Sekunde, sodaf durch Strahlung des Ofens hervorge- 
rufene Messungsfehler jedenfalls sehr gering sein und aus den 
Endresultaten ganz herausfallen werden, da die automatische Vor- 
richtung stets die gleiche Zeit die Ofenôffnung freigibt, bei den 
Messungen des leeren Nickelgefäfies wie bei denen des gefüllten. 

Um den Apparat erschütternde StôBe beim Zurückschnellen 
des Eiïswagens zu vermeiden, war eine aus Gummischnüren be- 
stehende Bremsung angebracht. Die Auslôsung der Klemmvor- 
richtung konnte durch eine in ihren Zugdraht eingeschaltete ver- 
stellbare Spannvorrichtung so eingestellt werden, daB sie genau 
in dem Augenblicke das NickelgefäfB fallen lieB, wo die Ofen- 
mündung frei wurde. Um ïin dem vertikal stehenden Ofen gut 
konstante Temperaturen zu erhalten, ist ein guter VerschluB des- 
selben notwendig. An seinem oberen Ende wurde dieser dadurch 
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erzielt, daB eine über den Ofenrand greifende Kappe aus Asbest 
aufgesetzt wurde, welche für die Durchführung der beiden Arme 
der Klemmvorrichtung entsprechende Üffnungen besaf. Um bei 
der zur Erbaltung der Beweglichkeit des Nickelarmes nôütigen 
GrüBe der einen Offnung doch einen heftige Luftstrômungen ver- 
hindernden Abschluf zu erhalten, war auf die Asbestkappe ein 
etwa 3 cm hohes weites Thonrobrstück aufgekittet und der so 
entstandene Raum mit feinen weichen Asbeststückchen gefüllt. 
Das untere Ende des Ofens war durch einen verschiebbaren Asbest- 
deckel verschlossen, welcher erst im Augenblicke der Auslôsung 
des Fallmechanismus zur Seite gezogen wurde. 


Die Temperaturmessung. 


Zur Messung der Temperatur diente ein Pt-PtIr-Thermo- 
element, welches vor Ausführung der Versuche durch zahlreiche 
Fixpunkte zwischen 200° und 1100° geaicht worden war. Die 
Messung der thermoelektrischen Kraft erfolgte durch einen Kom- 
pensationsapparat nach Lindeck von Siemens und Halske. Durch 
einen Umschalter konnte das Thermoelement schnell mit einem 
Zeigergalvanometer von der gleichen Firma verbunden werden. 
Die Ermittelung der Temperatur erfolgte in der Weise, daf zu- 
nächst bei eingetretener Konstanz der Ofentemperatur durch ei- 
nige Messungen die Angaben des Zeigergalvanometers mit denen 
des Kompensationsapparates verglichen wurden. Im Augenblicke 
des Fallens des Nickelgefäfies wurde dann am Zeigergalvanometer 
allein beobachtet. Vor allem bei den Messungen bei tieferen 
Temperaturen (um 100°), wo bekanntlich das Platinthermoelement 
eine nur geringe Empfndlichkeit besitzt, war die Anwendung des 
Kompensationsapparates unerläflich, denn die Genauigkeit der 
Ablesungen an ïihm waren in diesem Temperaturbereiche etwa 
viermal so genau als die am Zeigergalvanometer. Den gewühn- 
lichen Ausweg aus der vorliegenden Schwierigkeit, das Pt-Thermo- 
element durch ein anderes z. B. Kupfer-Konstantan-Thermoelement 
zu ersetzen, habe ich nicht eingeschlagen, weil ich das Thermo- 
element während aller Messungen und Aichungen in genau der- 
selben \Lage behalten wollte. Nach der Ausführung der Mes- 
sungen der spezifischen Wärme wurde zunächst ermittelt, welche 
Temperaturdifferenz zwischen dem Thermoelement und dem Nickel- 
gefäBe vorhanden war, indem in das mit loser Marquardtscher 
Masse gefüllte NickelgefäB ein zweites Thermoelement eingeführt 
wurde, und nun die Angaben beider für den ganzen untersuchten 
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Temperaturbereich mit einander verglichen wurden. Dann wurden 
beide Thermoelemente aus dem Apparate herausgenommen im 
Olbade bis 2000, im Luftbade bis 400° mit von der P.T.R. ge- 
aichten Thermometern verglichen. Daran schlossen sich Aichungen 
durch Schmelzpunktsbestimmungen von Zinn, Antimon, Wismuth, 
Zink, Natriumsulfat und Kupfer. Mit Hilfe dieser Messungen 
ergaben sich die zur Berechnung der wahren Temperatur des 
Nickelgefäfes nôtigen Daten. Wie zu erwarten, ergab sich, daf 
bei niedrigen Temperaturen die Temperatur des Nickelgefäles 
von der des feststehenden Thermoelementes die grôfte Abweichung 
zeigt und zwar niedriger ist, bei etwa 4009 sind die Temperaturen 
beider gleich, während bei hôheren Temperaturen das NickelgefäiB 
stärker erhitzt wird als die Thermoelement-Lütstelle. Das Ver- 
halten dieser Abweichungen ist durch die zusammengesetzte Wir- 
kung des Temperaturgefälles im Ofen einerseits und der Wärme- 
‘ableitung am NickelgefäB bezw. am Thermoelement andererseits 
bedingt. Die geringste Genauigkeit besitzen die Temperaturan- 
gaben bei etwa 200°, weil in diesem Bereiche einmal das ver- 
wendete Thermoelement am unempfndlichsten ist, dann auch die 
anzubringenden Korrektionen die grôften Werte besitzen. 


b. Messungen zwischen 0° und 9509. 


Für das leere Nickelgefäf sind die Beobachtungswerte in der 
Tabelle 36 zusammengestellt. In Fig. 8 sind die von dem leeren 
Nickelgefäfe abgegebenen Kalorienmengen in ihrer Abhängigkeit 
von der Temperatur durch zwei Kurven dargestellt, deren Schnitt- 
punkt in die Umgebung von 325° fällt. Die diesem Punkte ent- 
sprechende Umwandlungstemperatur des Nickels wurde von Tam- 
mann und Gürtler') zu 320°, von Shukow?) zu 340° ermittelt. 


1) Tammann und Gürtler, Z. S. f. anorg. Chem. 52, 1907, p. 25. 
2) Shukow, Chem. Zentralblatt 1909, I, p. 985. 
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Tabelle 36. 


Leeres Nickel-GefäB von 2,112 gr Gewicht. 


Gevwicht | Für 2,112 gr 


Eingeso- Gang 


Tempe- gene pro des umgerech- 
ratur 3 Nickel- nete 
oCelsius Hg-Menge | Stunde gefäBes 
gr gr gr gr 
1199 0,439 0,015 0,424 2,1133 0,424 27,46 
1490 0,589 0,015 0,574 2,1115 0,574 37,18 
2359 0,943 0,013 0,930 2,1112 0,930 60,23 
2890 1,272 0,012 1,260 2,1006 1.266 81,99 
291,50 1,298 0,014 1,284 2,1112 1,284 83,16 
x 3210 1,514 0,010 1,504 2,1006 1,511 97,9 
350° 1,573 0,010 1,563 2,0938 1,577 192,1 
3870 1,702 0,009 1,693 2,0938 1,708 110,6 
4559 1,934 0,023 1,911 2,0938 1,928 124,9 
5739 2,435 0,019 2,416 2,0935 2,434 157,6 
754,50 3,329 0,031 3,298 2,0934 3,327 215,5 
9802 4,419 0,023 4,396 2,0986 4,411 287,2 


Die mit * bezeichnete Messung wurde zur Berechnung der 
Formel nicht verwendet, da sie wohl innerhalb der Umwandlungs- 
temperatur liegt. 

Die erhaltenen 4-Werte wurden nach der Methode der klein- 
sten Quadrate durch zwei Formeln ausgeglichen, von denen die 
eine von 0° bis zum Umwandlungspunkte, die zweite vom Um- 
wandlungspunkte bis etwa 1000° gilt. 


1. Zwischen 0° und 325° 
k,-— 0,2167 é + 2,3368 = 10 *#, 
wo k die vom leeren NickelgefäBe abgegebene Zahl von gr-Calo- 
rien angibt. 
2. Zwischen 350° und 1000° 
k, — 27,599 + 0,1781 £ + 8,9455 >< 107 #. 


Es ist natürlich nicht angängig, aus den obigen Formeln die 
spezifische Wärme des Nickels zu berechnen, da das Nickel in 
sebr erheblichem Mafe in Oxyd übergeführt war. Tabelle 37 gibt 
eine Nebeneinanderstellung der beobachteten mit den aus obigen 
Formeln berechneten Werten. 
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Tabelle 37. 
Leeres NickelgefiB von 2,112 gr Gewicht. 


Temperatur || X gefunden | K berechnet|| Differenz ir D 
(0) 
1120 27,5 27,20 08 1,10 
1490 37,2 37,48 — 0,28 0,75 

2350 60,2 63,82 — 8,62 6,0 
2890 82,0 83,03 + 0,17 0,20 
291,50 83,2 82,15 — 0,15 0,18 

| 

350° 109,1 100,9 +12 1,17 
3870 110,6 109,9 0,7 0,63 
4550 124,9 126,9 — 2,0 1,60 
5730 157,6 158,9 LS 0,82 
754,50 215,5 212,9 + 2,6 1,20 
9800 287,2 288,0 HS 0,28 


* Dieser Wert ist infolge seiner hohen Abweichung bei der 
Ausgleichang nicht benutzt worden, weil offenbar ein Versuchs- 
fehler vorliegt. 
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Tabelle 38 gibt die mit dem mit Carborund gefüllten Nickel- 
gefäBe erhaltenen Beobachtungsresultate. Mit Hilfe der oben ge- 
gebenen Formeln wurden die bei den Beobachtungstemperaturen 
dem leeren Nickelgefäfie entsprechenden Kalorienzahlen berechnet 
und in Abzug gebracht. Es ergaben sich so die von der Car- 
borundfüllung allein herrührenden Kalorienmengen, welche in den 
letzten Spalten der Tabelle sich finden. Die auf eine Carborund- 
menge von 3,6718 gr umgerechneten Kalorienzahlen sind in der 
Figur 8 durch eine Kurve dargestellt, welche einen Wendepunkt 
aufweist, soda also die spezifische Wärme des Carborunds durch 
eine Kurve mit Maximum gegeben sein mu. Die Kalorienkurve 
lä8t sich ziemlich gut durch die Formel darstellen : 


k, — 0,5145 - £ + 1,060 >< 107* 4° — 7,200 >< 107" #°. 
Tabelle 39 gibt eine Zusammenstellung der mit der dieser 
Formel berechneten Werte mit den beobachteten. 
Tabelle 38. 


NickelgefaB + Carborund. 


8 a & 84 
2 © 8 | & S'E 0 Sa 
E | Sble. | £Ss|<éléasel &5 | 82 | 8e | 82 788 
Su | 2e | È Be | SbISTÉES| 5, | SM) 88 28 los 
20 | w! | ae | ET | ES le oml es. | 2128 |SS | EM 
5 ER sn 5 6.2 [SES Ka S 0 ‘x ee eo 
£ = F de) Le] D 1 F=| 2 & = Ts 2 
© fs MN | oz ST LS | Ta | 48 | SS [SES 
d BEÉ | 0 | 53114 |S°/),5# 
LL MU | ES ES 
1119 | 1,485| 0,021| 1,465|2,1087| 1,469 95,14 | 26,93 | 68,21 68,21 
1430 | 1,940| 0,019] 1,921/2,0013| 1,949 | 126,23 | 35,77 | 90,46 90,46 
209 | 3,092! 0,020! 3,072/2,0934| 3,080 | 199,148 | 55,50 | 143,98 144,47 
215,50 | 3,267 || 0,016| 3,251 |2,1081| 3,253 | 210,68 | 57,55 | 153,13 153,13 
307,50 4,995| 0,021| 4,974/2,0934| 4,987 | 322,99| 88,75 | 234,26 ie 
5) ia) ouel mu bmal van Lane ra /moce [se [ire 
9 ; ; ; ÉéeU 
590 |10:518| 0,019 | 10,499 |2,0934| 10,522 | 681,47 | 163,81 | 517,66 519,42 
769,50 || 13,984|| 0,036 || 13,948 |2,0934| 13,974 || 905,04 | 217,61 | 687,43 689,78 
950,50 || 17,217 | 0,024|17,193//2,1087| 17.199 |1113,92 277,96 | 836,23 836,23 
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Tabelle 39. 


Carborund 36718 gr 


Temperatur | Æ beobachtet|| X berechnet|| Differenz pate 
0 
111° 68,2 69,2 + 1,0 1,45 
143° 90,5 88,7 ee 2,00 
2090 144,5 147,2 +97 1,85 
215,50 153,1 152,9 — 0,2 0,13 
307,50 235,1 237,5 Lo 1,02 
368,50 294,7 297,5 +28 0,95 
432,50 361,8 362,6 + 0,8 0,22 
5900 519,4 524,6 + 5,2 1,00 
769,50 689,8 695,5 + 5,7 0,83 
950,5° 836,2 828,4 — 7,8 0,93 


Für die von 1gr Carborund abgegebenen Kalorien-Mengen 
ergibt sich aus der letzten Formel durch Division mit 3,6718 die 
Formel : 


k, — 0,1401 é + 2,887 >< 107*/— 1,961 >< 107 &° 


und hieraus durch Differentiation nach # die wahre spezifische 
Wärme in ihrer Abhängigkeit von der Temperatur zu 


s, — 0,1401 + 5,774 >< 10714 5,863 > 1077 


die Kurve bat ein Maximum bei #{ — 4909 Cels., wo die spez. 
Wärme den Wert 0,282 erreicht, die Molekularwärme also 11,36 
ist. Oberhalb 490° nimmt die spez. Wärme schnell ab, um bei 
980° bereits den gleichen Wert wieder zu besitzen wie bei 0°. 

.. Es muf betont werden, da der Verlauf der spezifischen 
Wärmekurve jenseits des Maximums keineswegs genau festliegt. 
Erstlich ist bereits die Interpolation der 4-Werte durch die ge- 
gebene Formel nicht sehr befriedigend. Sehr wahrscheinlich ist 
die durch die Formel oberhalb 500 gegebene Umbiegung zu 

scharf, und der Verlauf der k-Kurve gestreckter als in der Figur 
dargestellt. Ferner ist der Verlauf dieses Kurvenstückes und da- 
mit in hohem Mafe die sich daraus berechnende spezifische Wärme 
abhängig von der Genauigkeit der nur wenigen Beobachtungs- 
punkte bei den hôchsten Temperaturen. Eine Verschiebung des 
k-Wertes für 9509 innerhalb der Fehlergrenzen nach oben würde 
ein sehr bedeutend flacheres Abfallen der spezifischen Wärmekurve 
oberhalb 6500° bedingen. Nun sind die Messungen bei diesen 
hôchsten Temperaturen sicherlich nicht von der gleichen Genauig- 
Kgl. Ges. d. Wiss. Nachrichten, Math-phys. Klasse. 1915. Hoft 3. 23 
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keit wie bei mittleren, vielmehr wird hier der bei dem Eiskalori- 
meter bei hohen Temperaturen in Betracht kommende Fehler der 
Wärmeableitung durch die Glaswände des Aufnahmegefäfies sich 
bemerkbar machen. Was also die Messungen der spezifischen 
Wärme am Carborund bei hôheren Temperaturen lehren, ist mehr 
qualitativer als quantitativer Art, nämlich daf die Kurve ein 
Maximum bei etwa B00° besetzt und dann wieder absinkt. Es 
war mir leider nicht môglich, durch zahlreiche Messungen den 
Verlauf der Kurve für die hôchsten Temperaturen exakter fest- 
zulegen, da das NickelgefäB durch die Oxydation und das häufige 
Abschrecken so brüchig geworden war, daf eine weitere Verwen- 
dung desselben ausgeschlossen war. Die Benutzung eines neuen 
Gefäfes aber würde auch eine vollständige Neu-Aichung bedingt 
haben. Und an dieser neuen langwierigen Arbeit fehlte es mir 
aus besondern Umständen an Zeit. Auch genügte es für die 
Zwecke der vorliegenden Arbeit vollkommen, das Verhalten der 
spezifischen Wärme angenähert zu kennen. 

Der Verlauf der spezifischen Wärmekurve beim Carborund 
erinnert an die kürzlich von Ewald') gemachte Feststellung, daf 
zahlreiche Ammonsalze bei einer gewissen Temperatur ein Maximum 
der spezifischen Wärme besitzen. So hat NHiJ z. B. bei 301° 
abs. die mittlere spezifische Wärme 0,1154, bei 234° 0,1988, bei 
1390 0,1005. Das Maximum ist demnach hier noch weit schärfer 
ausgeprägt als beim Carborund. 

Ich habe davon abgesehen, aus den ermittelten Cr-Werten 
die C,-Werte zu berechnen, denn für die Kompressibilität des 
Carborunds liegt nur die Beobachtung von Richards?) bei Zim- 
mertemperatur, für die thermische Ausdehnung meine Messungs- 
reihe von 0—400° vor, und ein konstantes Verhältnis der beiden 
GrôBen bis zu den hôchsten Beobachtungstemperaturen anzunehmen, 
schien mir bei den vielen auBergewôhnlichen Eigenschaften des 
Carborunds zu gewagt. Auf den Verlauf der spezifischen Wärme- 
kurve würde die Umrechnung der C,- in C,-Werte den Einfluf 
haben, daB das Maximum noch ausgeprägter hervortritt. 

Tabelle 40 gibt die für einige Temperaturen nach der oben 
gegebenen Formel berechneten Werte der wahren spezifischen 
Wärme C,. Der Verlauf der Kurve ist aus der Figur 9 er- 
sichtlich. Wie gesagt, ist aber sehr wahrscheinlich der darge- 
stellte Abfall bei hohen Temperaturen zu steil. 


1) Ewald, Ann. d. Phys. (4) 44, 1914, p. 1218. 
2) Richards, Z. S. f. phys. Chem., 1908, 61, p. 100. 
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Tabelle 40. 


Carborund. 


Wahre 
spezifische 
Wärme 


Absolute 
Temperatur 


Molekular- 
wärme 


273 0,140 5,64 
373 0,192 7,72 
473 0,283 9,39 
573 0,260 10,48 
673 0,277 11,16 
763,7 0,282 11,36 
778 0,282 11,36 
873 0,275 11,08 
973 0,256 10,32 

1073 0,225 9,07 

1173 0,183 7,38 


1273 | 0,129 5,20 


Ein derartiger Verlauf der spezifischen Wärme ist natürlich 
mit der Einstein - Nernst-Lindemannschen Formel nicht darzu- 
stellen, welche ja eine asymptotische Annäherung der spezifischen 
Wärme C, an einen Grenzwert fordert. Nun ist einmal zweifel- 
haft, ob diese Formel für Verbindungen gilt, da ja in ihr der 
Verschiedenartigkeit der in einer Verbindung herrschenden Bin- 
dungen nicht Rechnung getragen wird. Denn nach unserer Vor- 
stellung sind die Wirkungen, welche die Wärmebewegung auf 
einen Kôrper ausübt, dreierlei Art: 

1. Es wird die lebendige Kraft der Wärmebewegung, welche 
sich als Temperaturerhôhung äufert, vergrôBert. 

2. Es wird, wenn VolumenvergrôBerung eintritt, eine äufere 
Arbeit gegen den äuferen Druck geleistet. 

3. Es wird eine innere Arbeit gegen die Kräfte, welche die 
Teilchen des Kôrpers zusammenhalten, geleistet'). Diese Kräfte 
sind bei einer Verbindung zweierlei Art: 

a. Kohäsionskräfte, welche die gleichartigen Moleküle zusam- 
menhalten. 

b. Chemische Bindung, welche die verschiedenartigen Atome 
zum Moleküle vereinigen. 

Die Kräfte 3a) und 3b) werden aber durch die zugeführte 
Wärme in verschiedener Weise beeinfluft werden; bei den einen 


1) Winkelmann, Handb. d. Phys., 1906, III, p. 188. 
23 * 
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Verbindungen kann bei Temperaturerhôhung zuerst die Bindung 
zwischen den Molekïülen, bei den andern zuerst die zwischen den 
Atomen gelôst werden. Im ersteren Falle wird der Kôrper un- 
zersetzt schmelzen bezw. verdampfen, im zweiten sich vor dem 
Schmelzen zersetzen. 

Ferner wird in der Einstein-Nernst-Lindemannschen Formel 
die ultrarote Eigenfrequenz der Atome als eine Konstante be- 
handelt. Nun hat sich aber beim Carborund eine starke Ver- 
schiebung der ultravioletten Eigenfrequenz des Carborunds mit 
der Temperatur ergeben, und es ist wabrscheinlich, wenn auch 
keineswegs sicher, daB auch die ultrarote Eigenfrequenz eine ana- 
loge Veränderung erleidet. Dies würde nun allerdings gerade 
das Gegenteil von dem bewirken müssen, was beobachtet wurde. 
Denn einer Abnahme der Eigenfrequenz müfte ein schnelleres 
Anwachsen der spezifischen Wärme zu dem Grenzwerte ent- 
sprechen. Dem gegenüber aber steht die auBerordentlich starke 
Zunahme der Dämpfung, welche den Verlauf der spezifischen 
Wärmekurve flacher gestalten würde. Die Entscheidung darüber, 
wie im Einzelnen die starke Ânderung der Dämpfung auf das 
Verhalten der spezifischen Wärme einwirkte, muB ich den physi- 
kalisch-mathematischen Fachgenossen überlassen, ich habe mich 
damit begnügt, am Schlusse der Abhandlung kurz darzulegen, wie 
ich mir eine môgliche Erklärung für den eigenartigen Verlauf der 
spezifischen Wärmekurve denke. 


ce. Die Eïigenschwingungen im Carborund. 


Es war von Interesse, einmal die Eigenschwingungen im Car- 
borund, sowohl die ultraroten wie die ultravioletten, wie sie sich 
aus den Beobachtungen und den mannigfachen — meist ja aller- 
dings hypothetischen — Formeln berechnen, vergleichend zusam- 


menzustellen. 
Aus den Brechungsindizes des Carborunds berechnete sich 


die Wellenlänge der ultravioletten Eigenschwingung :): 
aus Formel I zu 163 uu. 
; 6; 46h 
» IT , 200, 
Es sei hier noch hinzugefügt, daB sich aus der Ketteler- 
Helmholtzschen Formel in der Drudeschen Form: 


1) Vergl. I. Teil, diese Z. 1915, p. 276. 


über einige physikalische Eigenschaften des Carborunds. II. 335 


R = + FPE 
für 4 208 uu ergibt. 

Von Lindemann ist auf Grund einer besonderen Hypothese 
ein Weg zu der angenäherten Berechnung der ultraroten Eigen: 
frequenz durch die Formel gegeben: | 


y —= C>x< 10" Vescer-al 

wo » die ultrarote Eigenfrequenz TZ der Schmelzpunkt, 4 das 
Atomgewicht, V das Atomvolumen bedentet, und C für alle die 
Stoffe, bei welchen das Verhältnis der Abstände zweier benach- 
barter Atome zur Summe der beiden Atomradien den gleichen 
Wert hat, eine .Konstante ist. Die Ermittelung dieser Kon- 
stanten erfolgt durch Einsetzen der Werte eines Stoffes, dessen 
ultrarote Eigenfrequenz experimentell ermittelt ist, in die obige 
Gleichung, welche dann für alle analogen Stoffe einen angenähert 
richtigen Wert für » zu geben scheint. Nun ist für keine dem 
Carborund ähnliche Substanz das » bekannt. Setzt man will- 
kürlich für C den für die Elemente gültigen Wert 2,8, so erhält 
man für Art 81,92 uu. Von Haber') ist eine Formel abgeleitet 
worden, welche aus dem 4 das Auot Zu berechnen erlaubt, 


Arot = Avioutt >< 42,81 V M, wo M das Molekulargewicht ist. Bei 
Anwendung dieser Wurzelbeziehung berechnet sich aus 


Ârot LEZ 31,92 uu , Aviotett = 117,55 uu, 


also erheblich kleiner als der optisch ermittelte Wert. Dies kann 
daran liegen, daf die Konstante C zu klein gewählt worden ist. 
Eine weitere Unsicherheit der Berechnung beruht darin, da8 für 
T, der Zersetzungspunkt des Carborunds mit 25000 abs.?) ange- 
nommen wurde. Dieser Wert scheint mir zu hoch, da ich, wie 
bereits hervorgehoben, bereits im Leuchtgas-Sauerstoffgebläse Zer- 
setzung beobachtet habe, sodaB die Zersetzungstemperatur viel-. 
leicht bereits bei 2200° abs. liegt. Hiernach würde die Eigen- 
wellenlänge des Carborunds sich noch kleiner berechnen. 

Von Eisenmann”) ist eine Veränderung der Lindemannschen 
Formel gegeben, welche der verschiedenen räumlichen Verteilang 


1) Haber, Verh. d. D. phys. Ges., 1911, p. 1122. 
2) Abegg, Handb. d. anorg. Chem., 1909, III, 2, p. 361. 
8) Eisenmann, Ber. d. D. phys. Ges., 1912, p. 320. 
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der Atome in den verschiedenen Kristallsystemen Rechnung trägt. 
Sie lautet: 


nT=-T. 

wo 7, den Schmelzpunkt, T die betreffende Temperatur in abso- 
luter Angabe, n eine für jedes Kristallsystem individuelle Kon- 
stante, welche für das hexagenale System 85 ist, bezeichnet. Die 
Formel stellt v als Funktion von ZT' dar, und zwar mu die 
Wellenlänge der Eigenschwingung mit steigender Temperatur 
wachsen. Wird 7, = 2500, T = 300 gesetzt, so berechnet sich 
lot = 28 uu und hieraus mit der Haberschen Wurzelbeziehung 
Ariolett —= 108 uy. 

Einstein *) hat die Formel: 


Vrot = C > 8,85 >< 10° - Ms. dd. K—'h 


aufgestellt, wo C eine universelle Konstante, M das Molekular- 
gewicht, d die Dichte und ÆX die Kompressibilität bezeichnet 
Für C ist der von Haber?) berechnete Wert 0,5257, für Æ der 
von Richards *) gemessene Wert 0,21 >< 107" benutzt worden. Es 
ergibt sich ot — 12,7 uy, Aviolt — 46,7 uy. 

Von Haber “) ist auf Grund einer besonderen Annahme über 
die bei der Bildung einer Verbindung aus ihren Komponenten 
sich abspielenden Vorgänge ein Weg angegeben worden aus den 
ultravioletten Eigenfrequenzen der Atome und aus der Bildungs- 
wärme die ultrarote Eigenfrequenz des Moleküls zu berechnen. Geht 
man von den durch die Messung der spezifischen Wärme für 
Kohlenstoff und Silizium erhaltenen ».4- Werten 39,88 >< 10° bezw. 
13,57 >< 105) aus, berechnet hieraus mit der Haberschen Wurzel- 
beziehung die entsprechenden wit- Werte zu 10,84 >< 10 bezw. 
8,69 >= 10'° und setzt die Bildungswärme gleich 4600), deren ge- 
nauer Wert aber infolge seiner Kleinheit keine Rolle spielt, so 
erhält man für Avi des Carborunds 41,04 uu. Nimmt man aber 
für Diamant den beobachteten ultravioletten Absorptionsstreifen 
À = 125 pu) zur Grundlage der Berechnung und nur für Si 


Vrot —= 0,b4 >< 10" 


1) Einstein, Ann. d. Phys. (4) 35, 1911, p. 679. 

2) Haber 1, c. p. 1125. 

8) Richards, Z. S. f. phys. Chem. 1908, 61, p. 100. 
4) Haber, 1. c. p. 1132. 

5) Koref, Phys. Z. S. 13, 1912, p. 185. 

6) Vergl. p- 338. 

7) Winkelmann, Handb. d. Phys. VI, 1906, p. 621. 
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den aus der spezifischen Wärme abgeleiteten Wert, so ergibt sich 
für Ayioet für Carborund 149,2 uy. 

Es erhellt aus dieser Zusammenstellung, zu welchen verschie- 
denen Werten die verschiedenen Formeln, welche zum Teile aller- 
dings zunächst für Elemente abgeleitet sind, führen und geben 
damit zugleich eine klare Einsicht, wie unsicher unsere Vorstel- 
lungen über die Abhängigkeit der Eigenschaften einer Verbindung 
von ihrer Struktur noch sind. Brauchbare Annäherung an den 
aus den Brechungsindizes berechneten Wert von 161 uu gibt nur 
die zuletzt aufgeführte Habersche Rechnungsmethode. Die Linde- 
mannsche Formel kônnte sich môüglicherweise ebentalls dem Werte 
anpassen, wenn die Konstante derselben genau bekannt wäre. 

Von Koref !) ist unter Anwendung der Lindemannschen For- 
mel ein Verfahren angegeben, um die Veränderungen, welche die 
ultraroten Eigenfrequenzen von Atomen bei ihrer Vereinigung 
zum Moleküle einer Verbindung erfahren, zu berechnen, wenn die 
Schmelzpunkte der Atome für sich und der Verbindung bekannt 
sind. Koref hat in seiner Abhandlung u. a. die Berechnung für 
Carborund durchgeführt und die Molekularwärme des Carborunds 
für 298° abs. zu 6,30 berechnet, während aus Russells ?) Messungen 
die mittlere Molekularwärme bei dieser Temperatur 6,53 ist. Aus 
meinen Beobachtungen ergibt sich für 298° die wahre Molekular- 
wärme zu 6,26 in überraschender Übereinstimmung mit Korefs 
Berechnung. 


d. Die Affinität des Carborunds. 


Auf Grund des Nernst’schen Wärmetheorems läft sich der 
Verlauf der Affinität einer Verbindung berechnen, wenn die spe- 
zifischen Wärmen der Verbindung und ïhrer Komponenten be- 
kannt sind. Da nun diese Werte beim Carborund nahezu vom 
absoluten Nullpunkte an bis zu 1250 abs. bekannt sind, so habe 
ich die Berechnung durchgeführt, um zu sehen, welche Form die 
Affinitätskurve infolge des anomalen Verhaltens der spezifischen 
Wärme beim Carborund erhalten würde. 

Benutzt wurde zur Berechnung die bekannte Formel: 


T T 
Pt à _ ET OUSE 
0 0 


die Tabelle 41 enthält die benutzten Werte für die spezifischen 


1) Koref, Phys. Z. S. 13, 1912, p. 185. 
2) Russell, Z. S. f. Elektrochemie 17, 1911, p. 820. 
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Wärmen, welche in Fig. 9 durch Kurven dargestellt sind. Wie 
aus der Figur hervorgeht, habe ich angenommen, daf die Silizium- 
Kurve über die Beobachtungspunkte hinaus sich asymptotisch dem 
theoretisch geforderten Grenzwerte nähert. Bei dem Durchziehen 
der Kurve habe ich die neueren Messungen Schimpfs vor denen 
Webers bevorzugt. Da bei dem Carborund die Daten Russels 
etwas herausfallen, beruht wohl darauf, da8 Russell mittlere spe- 
zifische Wärmen bestimmte, womit im Einklange steht, daf seine 
Werte oberbalb der gezogenen Kurve liegen. Vielleicht war aber 
auch sein Untersuchungspräparat nicht so rein wie das von Nernst 
oder mir benutzte, da er nur angibt, daB es sich um Carborun- 
dumpulver gehandelt habe. Der Verlauf der Carborandum-Kurve 
jenseits des Maximums ist vermutlich, wie bereits hervorgehoben, 
zu steil. Um den absoluten Wert von À zu kennen, muf$ U, be- 
kannt sein. 

Nun hat die einzige Bestimmung der Bildungswärme des 
Carborunds von Mixter') den Wert von 2600 gr Cal. er- 
geben, Mixter fügt diesem Werte aber die Bemerkung bei, daf 
dieser Wert, da er innerhalb der Beobachtungsfehler falle, nur 
anzeige, daB die Bildungswärme sehr klein positiv oder negativ 
sei. Nach Richards ?) besteht zwischen Schmelzwärme und Schmelz- 
punkt eines Stoffes die Beziehung: Schmelzwärme — 1,06 - R : T.. 
Setzt man für 7, ca. 2500° abs. ein, so ergibt sich U — ca. 5250 cal. 
Von Grüneisen *) ist auf anderem Wege eine analoge Beziehung: 
Schmelzwärme — 0,96 : R: T, abgeleitet worden, welche zu dem 
Werte U — 4500 cal. führt. Ich habe, um den Verlauf der Aff- 
nitätskurve durch bestimmte Werte festlegen zu kônnen, für U, 
den Wert 2000 angenommen. Die bei der Auswertung der Aff- 
nitätsformel nôtigen Integrationen sind graphisch ausgefübrt,. 

In Tabelle 42 sind die zur Auswertung von À nôtigen Be- 
rechnungsgrôBen in den verschiedenen Spalten zusammengestellt. 
Die Abhängigkeit der GrôBe der Differenz der spezifischen Wärme 


C,+ Cx — C von der Temperatur ist in Fig. 10 durch eine Kurve 


gegeben. Die zweite Curve derselben Figur zeigt, daB der Ver- 
lauf der Affnitätscurve, abgesehen von einigen leichten Schwan- 
kungen, welche wohl auf der Verschiedenartigkeit der zu Grunde 
liegenden Messungen mehrerer Beobachter beruhen, ein durchaus 
normaler ist. Die starke Krümmung der Curve bei den hôchsten 


1) Mixter, Ann. Journ. Se. (4) 24, 1907, p. 140. 
2) Richards, Chem. News. 75, 1897, p. 278. 
3) Grüneisen, Ber. d. D. phys. Ges. 1912, p. 334. 
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Temperäturen würde sich flacher gestalten, wenn wie bereits 
mehrfach betont der Abfall der spezifischen Wärme jenseits des 
Maximums nicht so steil ist, wie er sich aus der benutzten Inter- 
polationsformel berechnet. Ich habe zum Vergleich der Affni- 
tätscurve den Ast a angefügt, welcher dem Falle entsprechen 
würde, daf die spezifische Wärme des Carborunds nicht ein 
Maximum aufweisen, sondern sich normalerweise dem theoretischen 
Grenzwerte nähern würde, wie dies in der Fig. 9 durch das 
Curvenstück & angedeutet ist. Der Curvenansatz a der Affinitäts- 
curve müfte allmäblich in eine tangential fortlaufende gerade 
Linie übergehen, wie er dies praktisch bereits nahe seinem Ende 
in der Figur tut. Wie aus der Figur hervorgeht, würde in dem 
angenommenen Falle die sich ergebende Affinitätsceurve einen für 
einen sich zersetzenden Kôrper anomalen Verlauf besitzen, indem 
sie nicht konkav, sondern konvex zur Temperaturaxe liegt. Wie 
gesagt, ist bei der Berechnung der Affinität vorausgesetzt, daf 
“die spez. Wärme des Siliziums innerhalb des benutzten Tempe- 
raturgebietes sich asymptotisch dem Grenzwerte nähert. Nimmt 
man dagegen mit Lämmel') an, daB ein Wendepunkt in der Curve 
and damit ein Überschreiten des Grenzwertes für alle Grund- 
stoffe typisch sei, so würde ein noch steilerer Abfall der Affni- 
tätscurve bei hohen Temperaturen sich ergeben. 


Siehe Tabelle 41. 


Schluss. 


Wir wollen nun, wohlbewuBt daB wir uns hierbei in das Ge- 
biet der Hypothese begeben müssen, versuchen ein anschauliches 
Bild der bei Temperaturerhôhung im Carborund sich abspielenden 
Vorgänge zu gewinnen und damit eine befriedigende Erklärung 
für die im Vorhergehenden mitgeteilten Beobachtungen. 

Die Temperaturerhôhung führt infolge der Zunahme der 
Schwingungsamplituden der Moleküle zur thermischen Ausdeh- 
nung, zugleich aber erfahren auch die Schwingungszustände der 
Atome und der an sie gebundenen schwingungsfähigen Elektronen 
eine Beeinflussung, welche eine Lockerung der Bindung zwischen 
Atom und Elektron und damit eme Abnahme der Eigenfrequenz 


1) Lämmel, Drud. Ann. 23, 1907, p. 63. 
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des Elektrons bewirkt, welche die beobachteten Ânderungen der 
Brechungsindizes nach sich zieht. Da nach Drude nun aber ge- 
rade jene im Ultraviolett schwingenden Elektronen es sind, welche 
als Valenzelektronen die verschiedenartigen Atome zum Moleküle 
der Verbindung zusammenhalten, so muB mit der Lockerung der 
Elektronenbindung am Atom auch zugleich die Festigkeit der 
Verbindung zwischen den Atomen des Moleküls nachlassen, d. h. 
die Affinität des Carborunds muB mit steigender Temperatur 


Tabelle 41. 
Diamant Silicium Carborund 
Temp. Atom- Temp. Atom- Temp. |Molekular- 
abs. wärme abs. wärme abs. | wärme 
bis 46,2 0?) 20,1 0,031:) 52 0,099!) 
; 0,032) 24 0,053) 56,6 0,143:) 
92 0,032) 28,2 0,086:) 59,5 0,177:) 
138,8 | 0,2124) 33,7 0,1521) 63,1 0,197:) 
205 0,62?) 39,7 0,2481) 68,7 0,3031) 
209 0,662) 44,6 0,3521) 72,9 0,4901) 
220 0,722) 53,1 0,548!) 75 0,490) 
2225 | 0,767) 65,6 0,826:) 84,5 0,6051) 
231,8 | 0,8643) 76,2 1,1251) 96,5 1,013) 
262,4 | 1,157) 89,8 1,524) 138 2,065) 
283,7 1,357 123 2,315) 235 4,82) 
306,4 | 1,587) 173 3,215) 273 5,645) 
331,3 1,847) 298 3,955) 298 6,54°) 
358,5 | 2,127) 233,2 3,855) 373 7,725) 
413 2,667) 273 4,545) 478 9,398) 
479,1 | 3,287) 294,6 . | 4,807) 573 10,485) 
520 3,63?) 9323 4,965) 673 11,16°) 
879,7 5,297) 330,1 5,197) 773 11,36) 
1079,5 5,397) 359,0 5,387) 873 11,08°) 
1258,0 | 5,517) 401,7 5,567) 973 10,325) 
457,3 5,697) 1073 9,075) 
505,4 5,747) 1173 7,388) 


1273 | 5,205) 


1) Nernst, Sitz.-Ber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 1914 p. 355} wahre Atom- 
2) , , Wied. Ann. (4) 36, 1911, p. 418 l wärmen. 
8) Koref, Wied. Ann. (4) 36, 1911, p. 65 mittlere 

4) Ewald, Wied. Ann. (4) 44, 1914, p. 1213! Atomwärmen. 

5) Schimpf, Z. S. f. phys. Chem. 71, 1910, p. 295, wahrè Atomwärmen. 
6) Russell, Phys. Z. S. 13, 1912, p. 62, mittlere Atomwärmen. 

7) Weber, Pogg. Ann. 154, 1875, p. 367, wahre Atomwärmen. 

8) Weigel, wahre Atomwärmen. 


Siehe Figur 9. 
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Figar 9. 
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Siehe Tabelle 42. 


sinken und zwar muf sie entsprechend dem Verhalten der Eigen- 
frequenz mit zunehmender Temperatur immer schneller und 
schneller sinken. Es ist demgemäf eine gegen die Temperaturaxe 
konkave Affinitätscurve zu erwarten, wie sie sich auch aus den 
Messungen der spezifischen Wärme mit Hilfe des Nernst’schen 
Wärmetheorems ergibt. 
Da die Kraft, welche das Kohlenstoff- an das Silicium-Atom 
kettet mit steigender Temperatur immer schneller und schneller 
abnimmt, so würde, falls nicht zugleich eine entsprechend starke 
Zunahme der Entfernung beider Atome von einander stattfindet, 
die Arbeit, welche bei 1° Temperaturerhôhung gegen die zwischen 
den beiden Atomen herrschenden Bindungskräfte zu leisten ist, 
mit steigender Temperatur immer kleiner werden. Nun ist es un- 
wabrscheinlich, daB eine so schnelle VergrôBerung des Abstandes 
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Tabelle 42. 


1250 5,70 813,02 1156 844 


Siehe Figur 10. 


zwischen den Atomen erfolgt; denn dann würde der beobachtete 
kleine Ausdehnungskoeffizient nur durch künstliche Annahmen zu 
erklären sein. Nehmen wir also an, daB der Atomabstand nicht 
entsprechend zunimmt, dann wird ein Glied der in der spezifischen 
Wärme steckenden Arbeitsarten mit steigender Temperatur kleiner. 
Wenn nun die Arbeit, welche gegen die zwischen den gleichar- 
tigen Molekülen oder Atomen herrschenden Kohäsionskräfte ent- 
sprechen der Einstein-Nernst-Lindemannschen Formel einem 
Grenzwerte zustrebt und die ,wahre“ spezifische Wärme nach 
Clausius konstant bleibt, dann muf die Curve der spezifischen 
Wärme ein Maximum aufweisen, wie es bei den Ammonsalzen und 
dem Carborund beobachtet wurde. Ein derartiger Verlauf der 
Curve ist nicht zu erwarten bei den Elementen, er wird besonders 
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ausgeprägt auftreten bei solchen Verbindungen, in denen bei 
Temperaturerhôühung die Bindungen zwischen den Atomen des 
Moleküls erheblich schneller gelockert werden als zwischen den 
Molekülen untereinander, also bei solchen Verbindungen, welche 
sich vor oder beim Schmelzen zersetzen, wie es sowohl die betref- 
fenden Ammonsalze wie der Carborund tun. 

Analog wie Kôünigsberger es bei anderen dem Carborund sich 
ähnlich verhaltenden Stoffen angenommen hat, scheint es mir auch 
beim Carborund wahrscheinlich, da die mit der Temperaturzu- 
nahme fortschreitende Lockerung der Bindung zwischen Atom und 
Elektron zu einem Lofreifen des gebundenen Elektrons führen 
kann, und da die so gebildeten freien Elektronen, deren Zahl 
mit der Temperatur dann ja wachsen müfte, die nachweïslich 
metallische Leitfähigkeit des Carborunds und den Temperatur- 
koeffizienten dieser Leitfähigkeit bedingen. Auch halte ich es 
nicht für ausgeschlossen, daf eine an einen Carborundkristall an- 
gelegte hohe elektrische Spannung imstande ist, nur locker ge- 
bundene Elektronen von den Atomen loszureifen und damit die 
Abhängigkeit der Leitfähigkeit von der angelegten Spannung zu 
bewirken, welche von mir beobachtet wurde, eine Vorstellung, 
welche sich der von Goldhammer vertretenen Anschauung über 
den Unterschied zwischen Leiter und Isolator anpassen wiürde. 

Was die starke Zunahme der Dämpfung der Elektronen- 
schwingungen mit steigender Temperatur bewirken mag, läfit sich 
bei der grofen Unsicherheit unserer Kenntnisse über die Natar 
dieser Dämpfung überhaupt nicht mit auch nur einiger Sicherheit 
sagen. Da sie aber in offenbar einfachem gesetzmäfigen Zusam- 
menhange mit der Abnabme der Eigenfrequenz des Elektrons, 
also mit der Lockerung der Bindung zwischen Atom und Elektron 
steht, so erscheint es nicht ausgeschlossen, daB die Vermehrung 
der Zabl der freien Elektronen, welche ja ebenfalls mit der Bin- 
dungslockerung eng verknüpft ist, eine Rolle bei der Dämpfung 
spielt. 

Gôttingen, Mineralogisches Institut, April 1915. 


Die Grundschwingungen kreisfôrmiger Klangplatten 
aus Kristallen. 


Von 


W. Voigt. 
Vorgelegt in der Sitzung vom 23. Oktober 1915. 


1) Die Beobachtung der Klangfiguren an kreisrunden Platten 
die aus Kristallen geschnitten waren, stellt auffallender Weise 
den ersten Versuch einer Aufklärung der Elastizitätsverhält- 
nisse von Kristallen dar, — auffallender Weiïse, denn zur Zeit 
jener Untersuchungen war von einer Theorie der bezüglichen Er- 
scheinungen noch kaum ein Ansatz vorhanden. In der Tat han- 
delte es sich zunächst auch nur um eine spezielle Frage der 
Elastizitätslehre, die durch die Fresnelsche Kristalloptik nahe 
gelegt wurde. Es ist bekannt, daf die letztere Theorie die Elasti- 
zitätsverhältnisse des Athers innerhalb jedes, gleichviel wie nie- 
drig symmetrischen Kristalles durch ein Ellipsoid ausdrückt; 
somit drängte sich die Untersuchung auf, ob denn die Elastizität 
der kristallisierten Materie eine so hohe Symmetrie besäBe. 

Eine erste, mit beträchtlichen Hilfsmitteln durchgeführte Unter- 
suchung rührt von Savart!) her. Sie bezieht sich hauptsächlich 
auf Bergkristall und benutzt eine sehr grofe Zahl von Platten 
mit Dicken von 1” und Durchmessern von 23” oder 27” Vorver., 
suche zeigten, daB parallele Platten aus verschiedenen Bereichen 
desselben Kristalles oder auch aus verschiedenen Kristallen sich 
unter einander gleich verhielten. Die Hauptversuche betrafen drei 
Serien von Platten, von denen die eine lauter Platten enthielt, 


1) F. Savart, Ann. de Chim. et de Physique (1) 39, p. 5 und 113, 1829. 
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die in verschiedener Orientierung durch die kristallographische 
Hauptachse gelegt waren, während die beiden anderen sich ebenso 
zu einer Nebenachse und einer zur Haupt- und einer Nebenachse 
normalen Richtung verhielten. Wegen der zum Durchmesser re- 
lativ grofen Dicke der Präparate kamen nur diejenigen Tône zur 
Entwickelung, die dem Grundton der symmetrischen!‘) Reïhe 
bei isotropen Kreisplatten entsprechen. Letzterer wird bekannt- 
lich durch eine aus zwei zu einander normalen Durchmessern be- 
stehenden Klangfgur charakterisiert. Das merkwürdige und wich- 
tige Resultat von Savart ist, daB jenen Tônen bei Kristallplatten 
Klangfiguren aus zwei Hyperbelästen entsprechen, daB aber für 
jede Platte nicht unendlich viele Positionen dieser Hyperbeln 
môglich sind, wie man dies aus den unendlich vielen müglichen 
Durchmesserkreuzen der isotropen Platten folgern môchte, sondern 
daB bei jeder Platte nur zwei Positionen sich realisieren lassen. 
Diesen beiden Positionen gehôren bei derselben Platte verschiedene 
Tône zu, daneben auch verschiedene Formen der Hyperbeln, während 
die bez. Orientierungen stets um einen Winkel von der GrôBenordnung 
von x von einander abweïichen. Bei den Platten der oben zu zweit 
genannten Serie hat stets die eine der Hyperbeln die Grenzform 
zweier gekreuzten Durchmesser, der eine parallel, der andere nor- 
mal zur Kristallachse. Im übrigen wechseln Orientierungen und 
Formen der hyperbolischen Knotenlinien, wie auch die ihnen ent- 
sprechenden Tône, von Platte zu Platte innerhalb derselben Serie 
in komplizierter Weise. Die Gesamtheit der Erscheinungen läft 
erkennen, daf die elastische Symmetrie des Bergkristalles nicht, 
wie die optische, durch ein Rotationsellipsoid wiedergegeben werden 
kann, daf ihr vielmehr eine mit der Hauptachse zusammenfallende 
dreizählige Symmetrieachse entspricht, wie eine solche sich auch 
in der (trigonalen) Kristallform ausdrückt. 

Aufer diesen ausgedehnten Beobachtungen an Platten von 
Bergkristall hat Savart eine der zweiten oben erwähnten Serie 
entsprechende an solchen aus (gleichfalls trigonalem) Kalkspat durch- 
geführt und bei qualitativer Übereinstimmung quantitative Unter- 
schiede im Verhalten der beiden Substanzen festgestellt. Endlich 
hat er eine durch Spaltung gewonnene Kreisplatte von Gyps unter- 
sucht und hat auch bei diesem monoklinen Kristall jene beiden hyper- 
bolischen Knotenlinien festgestellt. 


1) Ich bezeichne als symmetrische Schwingungsform eine solche, bei 
der diametral sich entsprechende Punkte jeweil gleiche, als antisymme- 
trische eine solche, wo sie jeweil entgegengesetzte Elongationen besitzen. 
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Die Beobachtung derartiger Gypsplatten hat später Âng- 
strôm') weitergeführt. Indem er die Dicke herabsetzte, gelang 
es ihm, neben dem von Savart untersuchten Grundton eïinige h 6- 
here Tône zu gewinnen. Unter diesen hat der Grundton der 
antisymmetrischen Reïhe, dem bei isotropen Platten ein 
System von drei äquidistanten Durchmessern entspricht, ein be- 
sonderes theoretisches Interesse. Die ihm bei der Gypsplatte zu- 
gehürige Klangfigur besteht aus zwei hyperbolischen Bügen, zwischen 
denen, nahe deren imaginärer Achse, eine wellenartige Kurve mit 
einem Wendepunkt im Zentrum (als Hyperbola anguinea bezeichnet) 
verläuft. Auch dieser Typus von Knotenlinien lieB sich nur in 
zwei Orientierungen realisieren, und es ist bemerkenswert, daf 
diese Orientierangen andere waren, als die bei dem Grundton 
der symmetrischen Reiïhe gefundenen. 

Ferner ist wichtig, daf es Ângstrôm gelang, eine im Mittel- 
 punkt durchbohrte Platte von dieser Offnung aus anzuregen. Es 
ist bekannt, daf man bei isotropen Kreisplatten durch Anregung 
vom Zentrum aus eine zweite geschlossene Reïihe Klangfiguren 
vom symmetrischen Typus erhalten kann, die durch Systeme 
von konzentrischen Kreisen gegeben werden. Wieder besitzt hier 
der Grundton dieser Reïhe bei Kristallplatten eine besondere Be- 
deutung. Ângstrôm fand eine ovale, wenig von der Ellipse ab- 
weichende Kurve, die sich nur in einer Orientierung realisieren 
lief. Diese Orientierung stimmt mit keiner der zuvor erwähnten 
Kurven überein. Kombinationen von ringartigen und hyperbo- 
lischen Kurven, die hüheren Tônen entsprechen, waren vereinzelt 
zu gewinnen; sie sind nicht näher untersucht. Auch hat sich das 
interessante Analogon zu dem Grundton einer weiteren antisym- 
metrischen Reïhe bei isotropen Platten, dessen Klangfigur aus 
einem Kreis und einem Durchmesser besteht, bei den Ângstrôm- 
schen Beobachtungen nicht eingestellt. 

Die Orientierungen und Formen der einzelnen beobachteten 
Typen von Knotenlinien erwiesen sich, während die ihnen ent- 
sprechenden Tonhôhen sich änderten, von der Dicke der Klang- 
platte merklich unabhängig; die Achsenverhältnisse der zuerst be- 
sprochenen Hyperbeln schwankten zwar etwas, aber so unregel- 
mäBig, da dem nichts Reelles zu Grunde liesen dürfte. Dagegen 
konnten bei derselben Platte die Kurven durch Verschiebung des 
Befestigungspunktes der Platte beträchtlich deformiert werden. 


LEA Angstrôm, K. Vetensk. Acad. Stockholm Handl. 2, p. 427, 1850; 
Pogg. Ann. 86, p. 206, 1852; Ann. de Chim. et de Phys. (3), 38, p. 119, 1853. 
Kgl. Ges. 4 Wiss. Nachrichten. Math.-phvys. Klasse, 1915. Hoft 8. 24 
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Man wird die symmetrische Form als die der freien Platte zu- 
gehôrige betrachten dürfen; die unsymetrischen Formen als ge- 
zwungene, der Theorie weniger direkt zugängliche, beiseite lassen. 

2) Die vorstehende Zusammenstellung lä6t erkennen, daB eine 
theoretische Bearbeitung des Problems der Schwingungen kreis- 
fôrmiger Kristallplatten allerlei Reize hat. Wird auch Niemand 
daran zweiïfeln, daf die allgemeine Elastizitätstheorie der Kristalle 
zuverlässig begründet ist, und daB somit die Lôüsung spezieller 
Aufgaben und ïihre Vergleichung mit der Beobachtung nicht zu 
einer Modifikation jener Grundlagen führen wird, so bleibt doch 
für die Durchführung der Theorie unseres Problems das lohnende 
Ziel der qualitativen und quantitativen Erklärung der Erfahrungs- 
tatsachen, die ersichtlich keineswegs so ohne weiteres verständlich 
sind, bestehen. 

Aber freilich bietet eine allen Ansprüchen gerügende Theorie 
jener Erscheinungen zur Zeit noch grofe Schwierigkeiten. Ich 
habe deshalb bei einer anderen Gelegenbeit!) ein Teilproblem 
in Angriff genommen und versucht, einzig die Symmetriever- 
hältnisse bei den Klangfiguren des Grundtones der ersten sym- 
metrischen Reïhe, wie sie die Savartschen Beobachtungen erkennen 
lassen, durch eine Art Analogie verständlich zu machen. Die 
Differentialgleichung für die statische Deformation einer beliebig 
orientierten Platte aus einem beliebigen Kristall läBt erkennen, 
daB eine Biegung nach dem Gesetz 


o — m(2ry — q)(x° —Y" —p) 


für die transversale Verrückung & als Funktion der Koordinaten 
x und y in der Plattenebene durch Einwirkung auf den Rand der 
Platte nur in den ganz speziellen Orientierungen môglich ist, die 
durch eine bestimmte einfache Beziehung zwischen zwei elastischen 
Parametern der Platte (y, — y, in später zu deutender Bezeich- 
nung) definiert wird. Das obige Gesetz für & gibt die zwei hyper- 
bolischen um 45° gegen einander gedrehten ,Knotenlinien“ mit 
den Gleichungen 


BUY = RE D 
bei geeigneter GrôBe von p oder q kann dabei auch nur eine 
der beiden Hyperbeln auf der Platte erscheinen. Setzt man kreis- 


fôrmige Gestalt der Platte voraus und stellt die Forderung, daf 
die Biegung der Platte in den durch die Knotenlinien gegen ein- 


1) S. dazu W. Voigt, Lehrbuch der Kristallphysik. Leipzig 1910, p. 691—715. 
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ander abgegrenzten Quadranten des Randes gleiche äufere Ar- 
“beiten erfordere, so bestimmen sich die Parameter » und q durch 
die elastischen Parameter der Platte. Es hat sich zeigen lassen, 
daf die Symmetrieverhältnisse dieser statischen Biegungen nahezu 
mit den durch die Savartschen Klangfiguren gegebenen überein- 
stimmen. Auch über die Beziehung zwischen den Schwingungs- 
zahlen der den beiden Hyperbeln zugeordneten Tüône lief sich 
etwas Qualitatives gewinnen, so daf ein Teil der Erscheinungen 
mit im Prinzip eintachen Mitteln verständlich gemacht werden 
konnte. Die dabeï übrig bleibende Komplikation ist nur die, welche 
in der Krystallphysik immer eintritt, wenn man Gebilde betrachtet, 
die gegen die Symmetrieelemente der Kristalle beliebig orien- 
tiert sind, bei denen also diese Symmetrieelemente nur zum kleinen 
Teil vereinfachend zur Geltung kommen. ; 

Im Nachstehenden ist die von Ritz!) ausgearbeitete Inte- 
grationsmethode auf das Problem angewendet. Daf dieselbe sich 
für die Grundtône von isotropen Platten verschiedenster Be- 
grenzung relativ einfach gestaltet, hat Ritz selbst hervorgehoben ; 
Anwendungen auf kristallinische Platten hat er indessen nicht in 
Betracht gezogen. In der Tat gestalten sich letztere dadurch be- 
trächtlich komplizierter, daB bei ihnen die Symmetrieen der Schwin- 
gungsformen nicht von vorn herein erkennbar und die von der 
Ritzschen Methode geforderten polynomenen Ansätze daher nicht 
von vorn herein diesen Symmetrieen gemäk spezialisiert resp. ver- 
einfacht werden künnen. Es sind in diesen Ansätzen somit alle 
Konstanten als unbekannt zu fübren, und hierdurch entsteht ein- 
ungemein vergrüfierte Umständlichkeit der Rechnungen. Wäh- 
rend die Grundtône einer isotropen Kreisplatte sich in erster An- 
 näherung aus lineären Gleichungen bestimmen, führt das gleiche 
«Problem bei Kristallen auf Gleichungen dritten und vierten Grades. 
So kommt es, daf schon bei der Behandlung der Grundtôüne für 
Kristallplatten der Grad der Annäherung entsprechender Ansätze 
etwas geringer bleibt, als bei isotropen, und daf die a un 
der hôüheren Tône nahezu aussichtslos erscheint. 

Es läge angesichts dieser Schwierigkeiten der Versuch nahe, 
die Grundformel der Ritzschen Methode, die dem Hamiltonschen 
Integral entspricht, durch eine lineäre Substitution für die Koor- 
dinaten auf die isotrope Form zu bringen und damit das Problem 
der kristallinischen Kreïsplatte auf das einer isotropen elliptischen 
Platte zu reduzieren. Hierbei würde man dann in der Tat zu 


1) W. Ritz, Crelles Journ. 136, p. 1, 1908; Ann. d. Phys. 28, p. 737, 1909. 
24% 
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Verhältnissen gelangen, bei denen die Symmetrieen erkennbar und 
zu einer teilweisen Vereinfachung der Aufgabe zu benutzen wären. 
Indessen ist eine solche Transformation nur in einzelnen speziellen 
Fällen môglich, auf die jedenfalls die vorliegenden Beobachtungen 
sich nicht beziehen, und somit kommt sie für deren Deutung nicht 
in Betracht. 

8) Die Elastizitätsmoduln s,, —5,;, eines Kristalles sind 
definiert durch die Ausdrücke für die DeformationsgrôBen x,, ...æ, 
in den Druckkomponenten X,,... X,, welche lauten 


1) Fe Sa Xe + Sie Yy +818 28 + Se Vs +815 Ze + 816 Lys 


u.s.f. Diese Formeln mit 21 Moduln gelten für ein beliebig gegen 
den Kristall orientiertes Koordinatenkreuz; sie reduzieren sich für 
das gegen die Symmetrieelemente des Kristalles geeignet orien- 
tierte Hauptkoordinatensystem. Vorläufig sollen diese verschie- 
denen Systeme noch nicht durch spezielle Bezeichnungen von ein- 
ander unterschieden werden. Es sei bemerkt, daf die Elastizitäts- 
moduln s, weit direkter beobachtbar sind, als die Elastizitäts- 
konstanten c,, — (>, die in den zu (1) inversen Formeln auf- 
treten, und daf sie daher passend bei allen Betrachtungen, die zu 
nummerischen Verwertungen von Beobachtungen führen sollen, als 
Grundzahlen benutzt werden. 

Weiter sei noch hervorgehoben, da nach (1) die Moduln 
Si S% und $,, die Längsdehnung eines Zylinders mit der Achse pa- 
rallel X, Y und Z durch eine longitudinale Zugkraft messen und 
daher stets positiv sind. 5,,5s,, S., messen die begleitenden 
Querdilatationen und kônnen daher als der Regel nach ne- 
gativ gelten. s,, s,, 5 messen Winkeländerungen von nach den 
Koordinatenachsen orientierten Prismen durch gewisse gleichsinnige 
scheerende Kräfte und bestimmen sich dadurch als stets positiv.. 
Über die Vorzeichen der übrigen Moduln sind allgemeine Angaben 
nicht zu machen. 

Die elastischen Parameter y, — 7x, einer normal zur Z-Achse 
orientierten Platte drücken sich durch die Moduln s,, aus nach 
den Formeln!) 


2 er 2 Ets 2 
Tly,, = S33 858 — 836 Tss = Si So0 — Sir  UVee = Sin San — Sis) 
2) Îy,, = 86836 — Si2 Sge [y = SisS36 — S2o Sie» [Vas —= 852 36 — S11S 2» 


2 2 
II TS Sy Sg2 Sée Ta (Su Se re S22 Sie “a Sée S\s) “r 2 Sia Sie Soge 


1) W. Voigt, Kristallphysik p. 680 u. f. 
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Es mag bemerkt werden, daf bei einer Drehung des Koordinaten- 
kreuzes XY in der Plattenebene die y, sich transformieren wie 
Polynome von x und y, und zwar verhält sich 


Vu V22) F7 +2 Yec) » Vic) Vas 
3) wie C5 Ÿ°, LU, Ty, x”, 
Var — Vas) Vie + Vas 
dagegen wie d—Y, xy, 


während y, —7,, konstant bleibt. . 

Es wird sich an mehreren Stellen nützlich erweisen, die all- 
gemeinen für beliebige kristallinische Platten aufgestellten For- 
meln auf isotrope Platten zu spezialisieren. Hierzu sei bemerkt, 
daf für isotrope Kôrper 


’ n \ 
4) | Su = Sy = Sy — S, Sale su = 0 


die beiden charakteristischen Elastizitätsmoduln s und s' geben, 
und daf 


4") PR 1 iar DT Uue 2(s TE s') 


ist, die übrigen s,, aber verschwinden. DemgemäB wird für iso- 
trope Platten 


Rs Me el ET 
4) 
Vs = 37 —7); Vis = Yss — 0. 

Beiläuñig sei bemerkt, daB nach 4') s die Längs-, s’ die Quer- 
dilatation eines durch Längszug gedehnten Zylinders mift; s ist 
demgemäf positiv, s' negativ, beide variieren von Substanz zu 
Substanz, der Quotient s’/s hält sich dabei aber in ziemlich 
engen Grenzen. Grenzwerte, die für unsere Zwecke in Betracht 
kommen, sind 1/5 für gewisse Glassorten, 1/3 für gewisse Me- 
talle. — , 

Die Integrationsmethode von Ritz kommt darauf hinaus, für 
die transversale Vorrückung © der Platte einen Ansatz von der 
Form 


5) D = Ab +av, +: 


za machen, in dem die y, Polynome bedeuten, und die Parameter 
@, 3, -.. 80 Zu bestimmen, da sie das über die Fläche der Platte 
genommene Integral 
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0° @\? 0? &\? 0° © 2 do ©? © 

6) TI — Les) +re( 5) tre (a) +270 Dee 
do do do do 

Fa Gr Ôx 0y ji Pro Gy ox oy — 


zu einem Minimum machen; dabei ist 


au} dx dy 


7 rte 


unter @ die Dichte, unter D die Dicke der Platte und unter » die 
Schwingungsfrequenz verstanden. Ist der Rand der Platte frei, 
so kommen hierzu keine Nebenbedingungen, — es sei denn, daf 
es sich im Sinne von $. 348 um gezwungene Schwingungen handelt. 

Ein Ansatz (b) von # Gliedern führt hiernach auf # in den 
Parametern a, homogen lineäre Gleichungen, deren Determinante 
verschwinden muf und damit eine Gleichung für 2 liefert. 

Wie schon oben bemerkt, ist die Symmetrie der Schwingungs- 
form bei Kristallplatten nicht im voraus vollständig angebbar, 
Nur das Eine läft sich sagen: da alle elastischen Gleichungen zen- 
trische Symmetrie haben, und da die Kreiïsform der Platte, die 
wir annehmen, gleichfalls zentrisch ist, so müssen die freien Schwin- 
gungsformen dem entsprechen, d.h. © mu entweder eine rein 
gerade oder eine rein ungerade Funktion von + und y sein. Dies 
entspricht den symmetrischen und antisymmetrischen Schwingungs- 
formen, von denen oben $. 346 gehandelt ist. Die erste Annähe- 
rung für die Theorie der Grundtône gewinnt man, indem man für 
œ die niedrigsten geraden oder ungeraden Polynome annimmt; 
dabei ist, wie schon Ritz bemerkt, eine additive Konstante resp. 
ein in + und y lineäres Glied, das Translation resp. Drehung der 
Platte ohne Deformation ausdrückt, nicht abzuwerfen. 

4) Um die eïnfachsten resp. Grund-Schwingungen des s y m- 
metrischen Typs zu behandeln, setzen wir 


8) o = ax + by + cxy +d; 

die Niveaulinien © — konst. der schwingenden Platte, darunter 
die Knotenlinien, sind also Kegelschnitte. Die Anwendung der vor- 
stehend auseinandergesetzten Methode führt zunächst zu 

9 d = —}(a+b) À 

und unter Benutzung dieser Beziehung zu 


Q (Y11 — DE) +6 + E) + ss = 0, 
9) Ayant à) +0(vs 8) +7 = 0, 
AY + Das + C (Vos — 28) TA 0, 
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wobei 


2) EVE RE: 


Die Determinante dieses Systemes gleich null gesetzt liefert 
eine kubische Gleichung für Ë£ (resp. 4); ihre Wurzeln sukzessive 
in (9) eingeführt ergeben dann die Bestimmung der jedem Ton 
entsprechenden Parameter von © und somit der Schwingungsform. 

Für die Diskussion ist eine Umgestaltung dieser Formeln vor- 
teilbaft. Wir setzen 


s(a+b) = p,  E(a—b) = 9 
und erhalten aus (8) bei Rücksicht auf (9) 
(8) o = p(a+y 3 R)+q(x y) + y. 
Wir bilden ferner aus (9) 
D (Pa + Pan + 27e — LE) + 4 (ui — Va) + C5 + Ps) = 0, 
* 10) P(yu FE V2) D 4 (Ya + Var — 2e Fi 8) 5H C(Pie Len 2) = 0, 
P (Pie Ed 2 + (Pi fé V26) si (Yes — 2Ë) — 0 

und haben damit ein Gleichungssystem, das die Unbekannte £ nur 
in den Diagonalgliedern enthält. 

Es ist lebrreich, den Ubergang zu einer isotropen Platte zu 
machen. Dieser liefert nach (4) 
br PP O amie) 0, Er 7" 49 = 0 
Somit ergeben sich hier nur zwei Wurzeln für £, denen folgende 
Beziehungen entsprechen: 
AE = y—7y,p, —=0, a, ——b,, q, undc, unbestimmt, d, = 0; 
2 —=y+y, m0, a — db, & = 0, dy = —}@ EF. 
Die erste Wertreihe gibt nach (8') als Knotenlinie ein Durch- 
messerkreuz von unbestimmter Orientierung, die zweite einen Kreis 
vom Radius À, — R/\2. Da nach (7) und (9”) £ mit dem Quadrat 
der Schwingungsfrequenz »° proportional ist, so liefert Vorste- 


bendes bemerkenswert einfache Ausdrücke für letztere Grô$e. Man. 
erhält nämlich nach (12) und (4) 


ov® R° E Rte LA 


ri AD, 1 Free AD? RES 


12) 


Dabeï ist nach S. 851 s’/s < 0 und nach der Erfahrung 1 <—s’/s < 4. 
Die Frequenz »! ist demgemäf kleiner als »!; in der Tat bezeichnet 
man den durch das Durchmesserkreuz als Knotenlinie charakteri- 
sierten Ton wohl allgemeiner als ,den Grundton“ der Platte. 
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Die gewonnenen Resultate gestatten die Vergleichung mit der 
Erfahrung (Beobachtungen von Savart, Chladni und Strehlke), wie 
auch mit der strengen, von Kirchhoff!) entwickelten Theorie. 
Dabei ist natürlich, auch wenn man sich auf Relativwerte be- 
schränkt, ein bestimmter Wert von s'/s vorauszusetzen, über den 
freilich die Beobachter keine Angabe machen. Kirchhoff führt 
seine Rechnungen nur für die Källe —s'/s = 4 und 1: durch. 

Die angenäherten Formeln (12') liefern bei —s'/s — 1 resp. 
— À und & für v,/v, die Zahlen 1,73 resp. 1,82 und 2: Kirchhoff 
gibt statt der letzten beiden Werte 1,61 und 1,73, Chladni findet 
bei Glasscheiben etwa 1,6. 

Was die Grôfe des Knotenkreises bei dem zweiten Ton an- 
geht, so zeigt die Rechnung von Kirchhoff, da dessen Radius L, 
nur wenig mit dem Quotienten s'/s variiert. Dies stimmt mit 
dem obigen angenäherten Resultat vôlliger Unabhängigkeit über- 
ein. Beobachtungen von Savart und Chladni geben im Mittel 
R, — R.0,680, während die obige Entwicklung auf À, — R.0,707 
führt. Man sieht, daf die benutzte erste Annäherung bereits eine 
leidliche Übereinstimmug mit der Erfahrung liefert; nach den An- 
gaben von Ritz sind überdies bei jeder Annäherung die Resultate 
für die hôheren umfafiten Tône ungenauer, als für die tieferen, 
und um die ersteren handelt es sich wesentlich bei der obigen Ver- 
gleichung. Dies gibt das Vertrauen, daB für Kristallplatten die 
erste Annäherung gleichfalls brauchbare Resultate liefern wird. 

5) Wenden wir uns nun zu den für Kristallplatten gültigen 
Formeln (10) und schreiben dieselben kurz 


Pa, + a, + Cas = 0, Pass + Qao + Cays = 0, 


13) , 
Pass + ge + Css = 0, bei dr —= Ans 


so liefert die gleich Null gesetzte Determinante als kubische Glei- 
chung für Ë: 
14) &;; yo Ass sa (a lys * A9 A Tr MEN As) an 203 UM ds = O. 


Von den drei Wurzeln dieser Gleichung müssen beim Übergang zu 
isotropen Kürpern zwei mit £°, eine mit E’ identisch werden. Nach 
dem Charakter der £ und £! entsprechenden Knotenlinien ist also 
zu schliefen, daf eine kreisfôrmige Kristallplatte der Regel nach 
zwei Grundtône mit hyperbolischen, aber nur einen Grundton 
mit elliptischen Knotenlinien zu geben vermag. In der Tat: wenn 
auch prinzipiell der Übergang von Isotropie zu Anotropie eine 


1) G. Kirchhof, Ges. Abh. p. 276 u. f., p. 282 u.f. Leipzig 1882. 
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hyperbolische Knotenlinie in eine _elliptische oder umgekehrt um- 
wandeln kônnte, so darf man dies als Ausnahme betrachten. Da die 
Theorie nur eine erste Annäherung darstellt, kommt hierbei nicht 
in Betracht, denn die Steigerung der Genauigkeit kann den all- 
gemeinen Charakter der durch die Theorie signalisierten Schwin- 
gungsformen nicht verändern. 


Da unsere Betrachtungen keinerlei spezielle Voraussetzungen 
bez. der Natur der kreisfôrmigen Klangplatte machen, so kann 
man folgenden merkwürdigen hôchst allgemeinen Satz aussprechen. 


Den beiden Formen symmetrischer Grundschwin- 
gungen einer isotropen Kreisplatte, charakterisiert 
durch Khotenlinien in Form eines Durchmesserkreuzes 
und eines Kreiïises, entsprechen bei Kristallplatten 
zwei (hyperbolisch resp. elliptisch deformierte) 
Formen, von denen — gleichviel aus welchem Kristall 
und in welcher Orientierung gegen ihn die Platte 
hergestellt ist — der Regel nach die erste in zwei 
und nur in zwei Orientierungen, die zweite aber nur 
in einer Orientierung auftritt. Im ersten Falle ge- 
hôren den beiden Orientierungen im allgemeinen auch 
zwei verschiedene Tonhôhen zu. 

Zur genaueren Aufklärung der Verhältnisse sind nun die 
Wurzeln der Gleichung (14) zu berechnen und aus ihnen die Fre- 
quenzen der bez. drei Tône zu bestimmen. Ferner ist jede der 
Wurzeln in die Formeln (13) einzuführen, und sind damit die ihr 
entsprechenden Werte der Quotienten p:q:c abzuleiten, welche 
für die dem bez. Ton entsprechende Schwingungsform mafgebend 
sind. Da sich nur der Quotient der drei Parameter p, q, c resp. 
a, b, ce bestimmt, hängt damit zusammen, daf in der Verrückung 
œ ein Faktor, den absoluten Betrag von «© bezeichnend, willkür- 
lich bleibt, so lange, wie hier geschehen, über die Erregungsart der 
Platte nichts vorausgesetzt wird. 

Die allgemeinen Beziehungen zwischen den Parametern des 
Ansatzes (8) und der Form der Knotenlinien sind die folgenden: 

Schreibt man für das Hauptachsensystem X, Y, die Gleichung 
der Knotenlinie in der Form 


LS Yo 
PS ES 5 — 1 
ô 
und setzt /_(X, X,) = œ, /_(Y, X,) — ix—œ, so folgt wegen 
d = —}pÆ aus © — 0 nach (8) 
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15) de 


= 7 —| EN 
ns pie — me g)sin @. 


Die erste dieser Gleichungen enthält einen merkwürdigen allge- 
meinen — aber natürlich gemäB dem Charakter unserer Betrach- 
tungen nur in Annäherung geltenden — Satz über die Beziehung 
der Grüfen der Halbachsen & und 8 zu dem Radius RÀ der Klang- 
scheibe, oder, anders ausgedrückt, zu dem Radius 2, —*R/\2 der 
Knotenlinie, welche eine isotrope Klangplatte liefern würde. 
Dabei ist sowohl die elliptische als die hyperbolische Form der 
Knotenlinie, also sowohl & B? — 0, als «°f° << 0 zugelassen. Für 
den letzteren Fall zeigt die Formel, daf die reelle Achse stets 
kleiner, als die imaginäre, der Asymptotenwinkel, 
welcher die reelle Achse enthält, also stets grôfer 
als 90° sein muB. Obwohi die Vergleichung der Theorie mit 
der Erfahrung späteren Abschnitten vorbehalten werden soll, mag 
doch hier bemerkt werden, daB dies allgemeine Resultat durch die 
Beobachtungen von Savart und Ângstrôm in der Tat bestätigt 
wird: unter allen von den Genannten beschriebenen Klangfiguren 
hyperbolischen Charakters findet sich keine mit einem Asymptoten- 
winkel 900, 

Weiter sei speziell bemerkt, da die Grenz-Form einer gleich- 
seitigen Hyperbel nur so stattfinden kann, daf « und B beide ver- 
schwinden; in der Tat kann die erste Gleichung (15) bei & = —f 
nur für diesen Fall erfüllt sein. Die gleichseitige Hyperbel 
stellt sich somit nur in der Ausartung zweier ge- 
kreuzter Durchmesser dar. Mit wachsendem Asymp- 
totenwinkel wächst zugleich auch die reelle Achse. 
Diese allgemeinen Resultate werden gleichfalls durch die überaus 
zablreichen Darstellungen, die Savart von hyperbolischen Knoten- 
linien gegeben hat, bestätigt. 

Die zweite und dritte Formel (15) geben Aufschluf über Form 
und Lage der elliptischen oder hyperbolischen Knotenlinien. Man 
kann ihnen durch Kombination mit der ersten Formel (15) auch 
die Gestalt geben ‘ 
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und daraus folgern 


| 2 12 FES 

16) Se — ty2y, Vie Ro ue 

wobei P eine Abkürzungist. Das doppelte Vorzeichen rechts ist so zu 
wäblen, da das Resultat positiv ist. ÆEndlich seien noch die aus 
der ersten Gleichung (15) und der letzten (16) folgenden Bezie- 
hungen notiert: 

; 20° 1 26° 1 

Fi IEP 15 

Was die Verwendung der Formeln angeht, so definiert P < 1 
die Knotenlinie als elliptisch, P = 1 als hyperbolisch. Versteht 
man etwa ein für alle Male unter « die kleinere Ellipsen-, resp. 
die reelle Hyperbelachse, so hat cos29 das Vorzeichen von g/p, 
sin 2@ dasjenige von c/p. Speziell gibt c/p — 0 bei g/p Z 0 einen 
‘nach den Koordinatenachsen orientierten Kegelschnitt, g/p — 0 
bei c/p Z 0 einen um + 45° dagegen gedrehten. c/p it qglp gleich- 
zeitig en Null entspricht dem Kreis; c/p und g/p — © gibt 
das Durchmesserkreuz, für welches sich die Richtung der Winkel- 
balbierenden nach der Formel c/2q — tg2@ bestimmt. 

6) Da die mafigebende Gleichung (14) kubisch ist, so würde 
sich eine allgemeine und strenge Diskussion umständlich gestalten. 
Die Vergleichung der Theorie mit den Beobachtungen wird unten 
wesentlich auf Grund der nummerischen Berechnung der Wurzeln 
für einzelne Beiïspiele ausgeführt werden. Ohne nummerische Be- 
rechnung môügen hier nur zwei speziellere Fälle erôrtert werden, 
die sich relativ einfach gestalten. 

Der erste Fall ist der, daf die Parameter a, und «,,, d. h, 
Vie und y, beide vers chwinden. Hier werden die Gleichungen 
(13) zu 


17) Pas + is = 0, Pas + Ja» = 0, Cas = 0, 
und an Stelle der Gleichung (14) tritt 
17°) - nr As — Ua = 0, lys = 0. 


1 


Die letzte Gleichung bestimmt eine Wurzel £ und damit eine 
Schwingung, für die » und q gleich Null werden, und c “unbestimmt 
bleibt. Nach (8') ist die bezügliche Knotenlinie das Paar der mit 
X und Y zusammenfallenden Durchmesser; der Ton ist somit hyper- 
bolisch. Für die beiden Wurzeln der ersten Gleichung ist 6 — 0, 
p und q von Null verschieden; der Kegelschnitt hat also die X- 
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und Y-Richtungen zu Hauptachsen, und man kann den Winkel @ = 0 
setzen. Führt man ein 
(ai + Ea») = 5, (ay —#a»s) = d, 


so ist d von £ unabhängig und positiv; die erste Gleichung (17/) nimmt 
die Form an: s°—d' — 2a*,, woraus folgt s — +\d'+92a*,. Cha- 
rakterisiert man diese beiden Werte s, resp. die zugehôrigen £, 
durch die Indizes 1 und 2, wonach », die grôBere, », die kleinere 
Frequenz wird, so erhält man für die entsprechenden Quotienten 
alp die Ausdrücke 


LM U LSrR Œ _ r—d a 
18) Pen 4 PP Do. bei Vd°+2a, = r. 
Nach der Bedeutung von d und > folgt hieraus unter der nicht be- 
schränkenden Annahme, da8 a, = 0 ist, 


HP 0,2 Ki 0: 
Schreibt man das Vorstehende unter Rücksicht auf (16) 


18) 2 . = VX prete ae 


FETE Te D A CE 
so erkennt man unmittelbar, daB P, < 1 ist; man erkennt auch, 
daf —P,—1 ist, wenn man die Defnitionen der a, und 7%, 
sowie die Beziehung s,, < 0 heranzieht. Somit ist die Schwingung 
2 eine elliptische, 1 eine hyperbolische; von den bez. Knotenlinien 
hat bei a, — 0 die erste die grofe, die zweite die reelle Achse in 
der Y-Richtung. Für a, < 0 bleibt der Charakter der Schwin- 
gungen erhalten, aber die X- tritt anstelle der Y-Richtung. 
Noch sei bemerkt, daf aus (18) folgt 


CAVE 
PP: 


18”) ii 
was eine merkwürdige und innerhalb der benutzten Annäherung 
für den vorausgesetzten Fall vüllig allsemeine Beziehung zwischen 
den Achsenverhältnissen des elliptischen und des hyperbolischen 
Tones ausdrückt. Leider hat Savart den elliptischen Ton über- 
haupt nicht beobachtet, Ângstrôm nur an einer Klangplatte, die 
der Voraussetzung y, = 7x — 0 nicht entspricht, und so ist eine 
Prüfung dieser Beziehung durch die Erfahrung nicht môglich. — 
7) Der zweite spezielle Fall, den wir noch etwas verfolgen 
wollen, ist derjenige, den wir als den Fall eines Kristalles von 
nur mäfiger Aeolotropie charakterisieren. Darunter mag ein 
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Kristall verstanden werden, für den die Ausdrücke ?,,— 7, 
Es + Vas) — Vis — 2V66 Vic Vas) die bei isotropen Kôrpern streng 
verschwinden, merklich kleiner sind, als y,,, 7,,, 7. Wür solche 
Kristalle folgt dann aus (14), daf die drei Wurzeln für £ in der Nähe 
der durch a,, — 0, a, — 0, a,, — 0 gegebenen Werte liegen, weiter, 
daB nach Einsetzen der Wurzel £ für den elliptischen Ton a,, klein, 
ds und 43 groB, für die hyperbolischen Tône umgekehrt «, groB, 
a, und a, klein sind. Zugleich sind im ersten Fall &, und a,, klein 
gegen à,,, im zweiten klein gegen a, und a... 

Für die Diskussion kann man weiter die Formeln (13) und (14) 
bequemer gestalten, wenn man berücksichtigt, daB die Parameter 
Ym mit der Orientierung des XY-Achsenkreuzes in der Platten- 
ebene variieren, und daf diese Orientierung (auch bei gegebener 
Plattenebene) uns frei verfügbar ist. Es läft sich zeigen, daB 
man das XY-System jederzeit so wählen kann, daf 


*,19) x = dd. He De 2. 

ist. Setzt man diese Orientierung voraus, so nimmt die kubische 
Gleichung (14) die Gestalt an 

20) ii Age sn = Uno Us + Ogg Ge 


Nach alledem erhält man als für den elliptischen Ton gültig 
in Annäherung 


21) di —= NN ER) 


wobei die Indizes * bedeuten, daf in den Nennern für £ die erste 
aus 4, — 0 folgende Annäherung eïngesetzt ist. Ersichtlich ist 


(ARR Sat | (1 RE 128 
sa Fra ss 9 Gi) Aa SE: yo 2@,3. 


Zugleich liefern die letzten beiden Formeln (13) als für die Schwin- 
gungsform bestimmend 


21 rar 16 ss As: 
) p Ass ; D As 


Vergleicht man diese Resultate mit den allgemeinen Beziehungen 
(15), so ergiebt sich, da die elliptische Knotenlinie nur wenig 
vom Kreiïs abweïicht, daf sie aber alle môglichen Orientierungen 
gegen das XY-Achsenkreuz annehmen kann. 

Wegen @, — Yi —Y>»s sg — Vie + Ya Spielen diese beiden 
Aggregate der y, dabei die bestimmende Rolle. Ist y», — y,» 
so ist cos 2p = 0, ist y,,+7,, — 0, was nach (19) verlangt, daf 
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Ve = Ya = 0 ist, so ist sin2p — 0. Findet beides zusammen 
statt, so ist « — 8 und die Orientierung unbestimmt, die Knoten- 
linie ein Kreis. — 

Für die hyperbolischen Tône kann man in (20) in dem nach 
S. 359 von £ wenig abhängenden Parameter «,, einen Näherungs- 
wert für ë einführen. Sind 44, und 4, wenig von einander 
verschieden, so wählt man dafür passend den aus 1 4, + a,, = 0 
folgenden. Man erhält dann eine quadratische Gleichung für E, 
aus der die beiden den hyperbolischen Tüônen entsprechenden Wur- 
zeln Ë! und £” zu berechnen sind. Mit diesen Wurzeln sind dann 
aus (13) die zugehürigen Schwingungsformen abzuleiten. Wir 
wollen diesen Fall als für uns weniger wichtig aber nicht ver- 
folgen. 

Sind 14, und 4, merklicher verschieden, so wird man 
als Näherungswerte £ die durch a, — 0 resp. a, — 0 folgenden 
benutzen und dieselben nicht nur in à, sondern auch in «,, resp. 
a» einführen. Diese Substitution sei durch obere Indizes ange- 
deutet. Es gilt dann in zweiter Näherung 


a? 


22) D ee 


2 | DE) 83 4 9 ' 

di Lil Uys da a;/@s 
Damit dies eine Näherung sei, müssen die zweïiten Glieder der 
Nenner klein neben den ersten sein. Bei stärker verschiedenen 


£! 


£' und £” kônnen sie dann ganz fortbleiben. Beiläufig ist 


! 
di; = 4, —= +» ) a} 


L/4 
11 — ss nn OT @ = Ai Ass Oo — so — Ass 


Zur Diskussion der da beiden Wurzeln entsprechenden Schwin- 
gungsformen Zzieht man (bei nach (19) verschwindendem a,,) die 
erste und zweite, resp. die erste und dritte Gleichung (13) heran 
und erhält so bei Benutzung der oberen Indizes zur Unterschei- 


dung der beiden Tône 


p € 
milan io ass/(a" As — 4,3) DANCE CAC 88 — is) ; 
p” c” ” 

“ YEN 4 
ra Su — y] A) gd” Fe (ais ds — dis)| dir Ars à 


wobei u. U. je das zweite Glied der Klammerausdrücke fortbleiben 
kann. | 

Im übrigen sind die allgemeinen Beziehungen (15) und (16) 
heranzuziehen, in denen nur, je nachdem « oder B die imaginäre 
Hauptachse darstellt, «° mit — «* oder B° mit — f° zu vertauschen ist. 
Da nach Annahme a!, und a, die grôBten der Parameter 4, 
sind, so ergibt sich aus diesen Resultaten, da c'/q' klein, c'/g" 
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grof ist; die erste Knotenhyperbel hat also angenähert die Koor- 
dinatenachsen XY, die zweite die Halbierungslinien von deren Win- 
keln zu Hauptachsen. Damit bestätigen sich die Resul- 
tate, die ich früher durch bloBe Symmetriebetrach- 
tungen gewonnen habe; auch ergibt sich, da die hyperbo- 
lischen Knotenlinien auf der Platte im allgemeinen ganz anders 
orientiert sind, als die elliptischen nach $S. 359. Ferner ist p'/q 
klein, somit & nahe — —f$?, die erste Knotenhyperbel also in 
Annäherung gleichseitig. p”/g" kann sehr verschiedene Werte haben, 
d. h., die zweite Knotenhyperbel kann von einer gleichseitigen be- 
trächtlich abweichen. Es ist daran zu erinnern, daB diese Resul- 
tate beträchtlichere Verschiedenheiten zwischen Ë; und Ë” voraus- 
setzen. Sie finden sich übrigens trotz der starken Aeolotropie von 
Quarz durch viele Savartschen Beobachtungen merklich bestätigt. 

8) Die einfachsten Schwingungen vom antisymmetrischen 
Typ lassen sich darstellen mit Hilfe des Ansatzes 


2) o = a + by + cry + deg +ex +fy. 


Die Niveaulinien der schwingenden Platte, insbesondere die Knoten- 
linien, sind also Kurven dritten Grades. Aus diesem Ansatz folgt 
bei Anwendung der Ritzschen Methode zunächst 


24") 2e — —(a+Ld)R,  9f — —(b+4c R 
und bei Benutzung dieser Beziehungen weiter 
80 (27 — #6) + 4y56 + d(Bys +0 = 0, 
24) 30 (272 EN 6) > C (2742 “ia 6) + d " ne RS 0, 
34 , pe + 30 (271 Se ê) + (2 (27 Fax 514) ai d = 4 (Yi ge V28) Es 0° 
84 (273 + 6) + 80.47 + C4 (yis + ao) + d (By: — 0) = 0; 
dabei ist gesetzt 
24") AR°T288 — 6, pit de = Vis Por + Ve = Va 


Diese Formeln sind nun so zu behandeln, wie zu System (9) be- 
merkt ist. | 
Faft man die erste und vierte, die zweite und dritte Glei- 
chung einmal mit den Faktoren 3 und 4, sodann mit + und —# 
zusammen und setzt 
8a+d — A, 38(a—d) = 4k, 3b+c — 4m, 3(b—c) — 4n, 
25) also 8a = 31+%k, 8b = 3m+n, c—m-n, d=1l—k, 


so erhält man das folgende, für unsere Zwecke bequemere System 
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ya + Var + 67an + Pas — 7) + 0 8(p16 + Yae) —  8P16 
+6 (By — Vas — 2yis — pe) = 0, 
18 (F6 à V20) +m (C2 Tu 67 US da ch n) 
26) +n (8732 Pi a As) ni K8ys = 0; 
PE 187, +m (379 re PA Ce 2Y 1 A AYve) 
HN (Pat Vas — 2V1e + 4Ve — 1) = 0, 
(Sy; ATV à 2} 3 456) TU 872 
+7 2yat #71) = 0, 
bei 
261) n = 4 — AR4/72. 


Dies System entspricht (10), insofern nur die Diagonalglieder 
die Unbekannte enthalten. Ihm ordnet sich als neue Gestalt des 
Ansatzes (23) zu: 


23") © = (lx + my)(8(x" + y?) — 2R°) + kx(x° — 3°) + nxy (y° — 3x°). 


Von den Beziehungen (26) machen wir zunächst wieder die An- 
wendung auf eine isotrope Scheibe, wo sie nach (4) die Form 
annehmen 


27) 1(8y+y —6) = 0, m(8y+7y —6) = 0, 
n(y—y'—6#) = 0, k(y—y —#) = 0. 


Hieraus folgt, daB bei isotropen Scheiben /, Æ resp. a, d einerseits 
m, n resp. b, c andererseits unabhängig sind. Dies drückt nach 
(23) oder (23') aus, daB dieselben Schwingungsformen in jeder 
Orientierung gegen das X Y-Achsenkreuz auftreten kônnen. Nimmt 
man eines der Parameterpaare gleich Null an, so bedeutet das nur, 
daf man eine spezielle Lage gegen das XY-System bevorzugt. 
Setzt man » und # resp. b und c — 0, so folgen für £ die Wur- 
zeln € und € mit den zugehôrigen Parametern a und d nach dem 
Schema 


28) im = = y—-y, h = 0, Sa —= —d, 
und ni RE 6x = 8y +7’, En 0, Ur du. 


I 


Die zugehürigen Gesetze für œ lauten 


or — krxx(x* —3y°), 


29 
on — Snx(x°+y —23R), 


die entsprechenden Knotenlinien sind also einerseits drei um gleiche 
Winkel gegeneinander geneigte Durchmesser, andererseits die Kombi- 
nation eines Durchmessers mit einem Kreïs vom Radius R, — RV2/3. 
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Hiermit sind die beiden Typen antisymmetrischer Schwingungen, 
von denen S. 347 gesprochen ist, theoretisch koordiniert. 

Wegen der Beziehungen (4), (7) und (26) folgen aus (28) für 
die Frequenzen »? und vi der zugehôrigen Tône die (wiederum an- 
genäherten und durch Einfachheit bemerkenswerten) Ausdrücke 
CLR 2 CAR CRE ovrt * 3s—s 


MURS S"1 DA  s+s"? 

Auch diese Resultate lassen sich mit den Ergebnissen der Be- 
obachtung und der strengen Theorie vergleichen. Das Verhältnis 
vT/v® für den ersten antisymmetrischen und ersten symmetrischen 
Ton ergibt sich aus (12’) und (30) zu 6, also von den speziellen 
elastischen Eigenschaften der Platte unabhängig. Es folgt daraus 
vilv) = 2,45, während Kirchhoff für —s'/s — 1 resp. — £ be- 
rechnet 2,31 und 2,33. Die Zahlenwerte variieren also in der Tat 
nur wenig mit s’/s und liegen dem Resultat der ersten Annäherung 
. bemerkenswert nahe. vi findet sich stärker von s'/s abhängig 
und bestimmt sich, entsprechend der Tatsache, daf der zweite 
antisymmetrische Ton beträchtlich hôüher ist als der erste, ziem- 
lich ungenau. Für —s'}s — 4 erhält man vh/v? rund — 1,9, wäh- 
rend die strenge Theorie bei ‘—s’/s — 1 nur 1,6 liefert. 

Was das Gesetz für den Radius des Knotenkreises angeht, 
das die obige Annäherung zu À, — R 0,817 ergibt, so folgt dafür 
aus der strengen Theorie wesentlich unabhängig vom Wert von 
s'/s die Beziehung À, — Æ.0,781, und die Beobachtungen liegen 
dem ziemlich nahe. Die Übereinstimmungen sind im Ganzen ge- 
nommen etwas geringer, als bei den symmetrischen Tônen. 


9) Wenden wir uns nun zu dem Fall der kristallinischen Platte 
zurück, so ergibt sich durch Nullsetzen der Determinante von (26) 
eine Gleichung vierten Grades für 7 (resp. 1) Beim Übergang 
zu einem isotropen Medium werden zwei Wurzeln zu dem in (28) 
definierten mr, zwei zu m7. Die Glieder der so charakterisierten 
Wurzelpaare sind im Allgemeinen von einander verschieden. Damit 
ergibt sich ein Satz, der dem $. 355 ausgesprochenen und begrün- 
deten parallel geht und folgendermafñen formuliert werden mag. 

Den beiden Formen antisymmetrischer Grund- 
schwingungen einer isotropen Kreisplatte, charakt-e 
risiert durch Knotenlinien in Form einer Kombina- 
tion von Kreis und Durchmesser oder von drei äqui- 
distanten Durchmessern, entsprechen bei Kristall- 
platten zwei (elliptischundhyperbolisch deformierte) 
Formen, von denen jede — gleichviel aus welchem 

Kgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Math.-phys. Klasse. 1915, Heft 3. 25 


30) 
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Kristall und in welcher Orientierung gegen ihn die 
Platte hergestellt ist — der Regel nach in zwei und 
nur zwei Orientierungen u. zw. im allgemeinen bei 
zwei verschiedenen Tonhôühen auftreten kann. 

Für spezielle Folgerungen kürzen wir das System (26) ab in 


lb,, ne mb,, HE nb; a E kb,, cap 0, 


31 
) U,,+mb,,+ nb, + 6h, = 0, us. f. 


wobei die b,, — b,;, sich durch Vergleichung mit (26) ergeben; 
also u. a. b,, — b,, und b,, — 0 ist. Aus der verschwindenden 
Determinante dieses Systems sind die vier Wurzeln 7 zu berechnen; 
zwei von ihnen werden den elliptischen, zwei den hyperbolischen 
Tônen entsprechen. Die erhaltenen Werte 7, in (26) eingesetzt, 
gestatten dann, die ihnen zugehôrigen Quotienten 


l:m:in:k resp. a:b:c:d 


und damit die bezüglichen Schwingungsformen der Platte zu be- 
stimmen. 

. Der Ausdruck (23°) für œ© liefert bei Einfübhrung von Polar- 
koordinaten x — rcosp, y — rsinp die Gleichung der Knoten- 
linien (o — 0) in der Form 


32) (cosp+msinp)(3r*—2R°) + r*(kcos3p—nsin3p) = 0. 


Wie aus den Betrachtungen von S. 362 u. 363 hervorgeht, ist 
als Form dieser Linien die Kombination eines punktsymmetrisch ge- 
bogenen Durchmessers mit einer elliptischen oder hyperbolischen 
Kurve zu erwarten. Eine vollständige Diskussion dieser Typen 
würde umständlich sein und bietet für uns kein direktes Interesse. 
In Betracht kommen allein einfachste Daten, welche eine unge- 
fähre Vorstellung von dem Verlauf, insbesondere auch von der 
Orientierung der Knotenlinien gegen das XY-Koordinaten- 
kreuz geben. 

In Bezug hierauf sei zunächst erwähnt, daf in der Um- 
gebung des Zentrums die ,Durchmesserkurve“ mit der Geraden 


33) lx+ my = 0 
zusammenfällt, für sie also gilt 
33) tgp — —l]m. 


Ferner sei bemerkt, daB sich relativ einfache Beziehungen für 
diejenigen Richtungen ergeben, in denen r Extremwerte annimmt. 
Diese Richtungen stellen eine Art von Hauptachsen der ellipsen- 
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resp. hyperbelartigen Kurven dar; bei den letzteren sind natürlich 
zwei der Extreme imaginär. 
Man erhält als Bedingung für diese Extreme 


34) ({sinp—mcosp)(8r° —2R7) + 8r° (ksin3y +ncos3p) — 0 
und durch Kombination mit (32) 
Ismp—mcosp 3 ksin 3 + # cos 3p 


Pal lcosp+msinp  kcosäp—nsin3p 
Führt man ein 

367) mil = tgy, nl = tg4, 

so kann man dies schreiben 

36) te(p—v) = 3tg(3p + x), 


and die Wuarzeln dieser transzendenten Gleichung lassen sich leicht 
. graphisch bestimmen. Man sieht daraus, da vier Richtungen ex- 
tremer r auftreten, die paarweise entgegengesetzt sind (wie das 
der zentrischen Symmetrie entspricht), da die so bestimmten 
Durchmesser aber nicht normal zu einander stehen. Die Sym- 
metrie der bez. Kurven ist also nicht die der Ellipsen und Hy- 
perbeln. 


10) Bis hierher war Alles streng. Weiïiterhin genügt es, die 
allgemeinen Überlegungen vorerst wieder in derjenigen Annäherung 
durchzuführen, bei welcher solche Aggregate der y;,, die bei iso- 
tropen Kôrpern verschwinden, als klein neben y,,, y», Ye :be- 
trachtet werden. Ferner dürfen nach den bei isotropen Kôrpern 
stattfindenden Verhältnissen die hyperbolischen und die elliptischen 
Wurzeln » als von einander beträchtlich verschieden angesehen 
werden. 

Hieraus folgt, da von den Parametern b,, die b,, und b,, grofe 
Werte annehmen, wenn darin die Wurzel.» der Gleichung b,, = 0 
(wobei b,, — b,, ist) eingesetzt wird, ebenso b,, (oder b,,) bei Ein- 
setzen der Wurzel n aus b,, — 0 oder b,, — 0. Klein gegen 
diese Beträge sind nicht nur b,,, b,,, b,,, b,,, 0, (wWährend b,, nach 
(26) streng verschwindet), sondern auch b,, bei Einsetzen der 
Wurzel von b,, — 0 und umgekehrt, denn diese Ausdrücke ver- 
schwinden im Falle isotroper Kôrper. Die letztgenannten Grôfen 
betrachten wir sämtlich als klein érster Ordnung gegen die ersten 
und vernachlässigen Glieder zweiter Ordnung. Es genügt dabei 
praktisch übrigens ein Verhältnis 1:4 oder 1:5, da die Genauig- 
keit der ganzen Methode gering ist. 

25* 
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Wie schon bemerkt, ist b,, — 0;.es erweist sich vorteilhaft, 
jetzt das noch verfügbare XY-Achsenkreuz so zu orientieren, daB 
37) b, = 0, dh. y,+7, — 0 
ist. Diese Annahme ist der in (19) gemachten analog ; sie definiert 


aber eine vôllig andere Lage des XY-Kreuzes. 
Bei diesen Festsetzungen werden die Gleichungen (31) zu 


lb, + nb,,+ kb,, = 0, 
38) mb, + nb + Kb, = 0, 
1b,, + mb, + nb, == 0, 
lb, + Mb, + kb, De 0, 


und es liefert die gleich Null gesetzte Determinante die Bedin- 

gung: 

39) b, b,, be, TE b,, Las (b,, F7 be) ra b,s bas (b;s H b,) Fe (b,, bis bb = (0. 
Für die elliptischen Tône ist b,, wenig mit y veränderlich; 

man kann daher darin einen Näherungswert einführen und die 

Gleichung 


U CA 2 2 
89 ) qe D, LE b° (0, 7 b 
88 


(0 — 10! DB) 
pa 


33 


A PTT 


als quadratisch für 7 bebandeln. 

Ist b,, — b,, erster Ordnung, so kann man die Wurzeln dadurch 
bilden, daf man in 6,, die Wurzel aus b,, — 0, in b,, die aus 
b, — 0 einführt und sich auf die Glieder niedrigster Ordnung be- 
schränkt. So gelangt man zu 


1 
40) bi = rs), bu = a LC, +0); 
38 


wobei die Bedeutung der Indizes die frühere ist. Die Wurzeln #; 
und , dieser Formeln unterscheiden sich ersichtlich nur um Glieder 
zweiter Ordnung von den durch b,, — 0 und b,, = 0 gegebenen, 
und man wird gelegentlich diese Annäherung benutzen dürfen. 

Um die zugehôrigen Schwingungsformen abzuleiten, setzen 
wir die Wurzel y! in die zweite, dritte und vierte, die Wurzel 
n! in die erste, dritte und vierte Gleichung ein, vermeiden resp. 
die erste und zweite, da in denselben die Ungenauigkeit der b, 
und b,, sich stärker geltend machen würde. , 

Für den ersten elliptischen Ton behandeln wir / als das Maf 
der Schwingungsamplitude und erhalten dann in erster Näherung 


m n k 
41) du bé, Tr 10% b,E050,), 7 Vs = —b,,, Toi = —b,,. 
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Für den zweiten Ton zeichnen wir analog » aus und erhalten 
demgemäf in gleicher Näherung 


, l ” 1" n 72 k 72 
+ ) mn Vi be Fr AU LRESUES 39 À ne ds FA 0e nds R De. 


Somit ist beim ersten Ton m/l, beim zweiten //m eine GrôBe erster 
Ordnung. Nach (33) fällt deshalb die Durchmesserkurve der Knoten- 
linie nächst dem Plattenzentrum im ersten Falle nahezu in die 
spezielle durch (37) definierte Y-Achse, im zweiten in die X-Achse. 
Dies gibt immerhin eine Andeutung über die Orientierung der 
Knotenlinien der elliptischen Tône. 

Für die elliptische Kurve selbst ist auch bei den eingeführten 
vereinfachenden Annahmen nicht viel allgemeines zu schlieBen. 
Einzig kann man sagen, da wegen der eben erwähnten Werte 
von #”/l und //m bei den beiden Tônen nach (36/) der Winkel w 
nahe bei 0° resp. bei 90° liegen muf. Die aus (41) und (41’) fol- 
- genden Ausdrücke von #/k zeigen nach (36) aber, daf die Winkel 7 
alle môglichen Werte annehmen künnen. Die Extremwerte des 
Radiusvektors der elliptischen Kurve weichen also im allgemeinen 
aus den Koordinatenachsen ab und stehen auch nicht normal zu 
einander. 

Bei den hyperbolischen Tônen kann man nicht bei einer der- 
artigen Näherung stehen bleiben, wie sie vorstehend durch b,, — 0 
resp. b,, — 0 charakterisiert ist. b,, — 0 würde nach den letzten 
beiden Gleichungen .(38) ! — 0, 5» — 0 verlangen, und die ersten 
beiden Formeln würden dazu noch x und % — 0 geben, d. h. die 
ganze Lôsung (23) unmôglich machen. Man kann also zwar noch 
in b,, und &,, einen Näherungswert für  einführen, mu aber im 
Übrigen die quadratische Gleichang 


SAT b,+bs, bis +0, (2,40 b,) LE 
2 NS A e noet te Re 


in dem der obere Index ° die Einführung eines (etwa aus D, — 0 
gewonnenen) Näherungswertes andeutet, wirklich auflôsen und die 
erheltenen Wurzeln in drei der Gleichungen (38) einführen, um 
l:m:n:k zu berechnen. 

Aus den ersten drei Gleichungen gewinnt man z.B. 


% (6 Leds de +) fase b,, b; b, LE 
P RCE b° 2 


| . 
43) 
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aus der ersten, zweiten und vierten 


k (e, bi, =) — b,, b,, bb, 


Hé 70 9 
n bi, b, 


+ 
"+ l k m k 
nu a —(0,+0,) mn Va Fe —(0,+5 8.) 

Diese Ausdrücke, in die zur Gewinnung der Parameterver- 
hältnisse für die beiden hyperbolischen Tône die bez. Wurzeln 
für d,, aus (42) einzusetzen sind, gestatten wiederum wenig all- 
gemeine Folgerungen; auch eine Vereinfachung durch Einführung 
einer geringeren Annäherung ist bei dem Grôfenverhältnis der 
einzelnen Glieder nicht môglich. 7/4 und #”/k ergeben sich zwar 
nach (43), Z/n und m/n nach (43") als Grôfen erster Ordnung; die 
für die Diskussion nach S. 365 in erster Linie wichtigen Grôfien 
m/t und »/k kôünnen aber alle müglichen Werte annehmen. 

Jedenfalls ergibt sich nach (33’), daB die Durchmesserkurven 
der Knotenlinien nächst des Plattenzentrums für die hyperbo- 
lischen Tône im allgemeinen ganz anders orientiert sind als für 
die elliptischen. Auch hängt die Lage der extremen Radienvek- 
toren in beiden Fällen von ganz verschiedenen Parametern ab. 
Damit ist zwischen den elliptischen und den hyperbolischen Schwin- 
gungen des antisymmetrischen Typs ein ähnlicher Gegensatz kon- 
struiert, wie er oben für den symmetrischen Typ nachgewiesen ist. 

11) Zum Abschlaf mag noch auf den in $ 6 bereits für die sym- 
metrischen Schwingungen behandelten speziellen Fall eingegangen 
werden, wo sich die allgemeine Diskussion etwas weiter führen 
läBt. Die Verhältnisse werden relativ einfach, wenn nicht nur 
db, = y, +7, = 0 ist, sondern y,, und y, für sich verschwinden, 
also auch b,, und &,, gleich Nall sind; dabei braucht über die 
Stärke der Aeolotropie keine beschränkende Annahme gemacht zu 
werden. 


Hier nehmen die Formeln (31) die Gestalt an 
ps B+Ab, — 0, mb, +nb, = 0, 
) DURS À 0 mb, En = 0, 


die 1, k ganz von m, n isoliert; zugleich zerfällt die Gleichung 
vierten Grades für y in die beiden quadratischen 


45) bb = b;,, Bd — UNE 
von denen die erste die Wurzeln y für die Schwingungen mit 


den Parametern ! und k, die zweite diejenigen für die Schwin- 
gungen mit m und n liefert. Die Gleichungen der Knotenlinien : 
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werden zu 
x[a(8t +k)+y38(4—-K)—-AR] — 0, 
y[x*3(m—n)+ y" (8m+n)—2mR°] — 0; 
die Knotenlinien zerfallen also je in eine Gerade parallel Y oder 
X und einen Kegelschnitt mit den Haupt-Achsen in den Koordi- 
natenachsen. 

Setzt man 


b, +4 — 25, b,,—0,, — 24; Dos + Oys = 25", Ds — Vs — 24, 


so sind d-und d’ von » frei, und die Lôsungen der Formeln (45) lassen 
sich schreiben 


47) s = +VP +, = +, os — + VOTE, = +, 


wobei r und »’ Abkürzungen sind. Zugleich bestimmen sich die 
Quotienten X/! und n/m aus (44) zu 
ke d+tr pi DO UT EU b, 
F5) PRIE DEN THERE à CRE TS e 
Die Frage nach dem Charakter der in den Knotenlinien ent- 
haltenen Kegelschnitte kommt ersichtlich auf die des Vorzeichens 
der Produkte 


(G+4/1)(1—4/0) und (8+n/m)(1—n/m) 


hinaus. Diese Vorzeichen sind, wie eine einfache Reduktion zeigt, 
dieselben, wie diejenigen von 


b, Ga (C Tr: b,,) (d + r) und be FF (d’ sd Ds) (d' a #1). 


Dabei künnen nach den Definitionen von b,,, b,,, d, d' wegen des 
in Wirklichkeit (wenngleich gelegentlich negativen) stets neben 
Yi Vas Va Kleinen Wertes von y, nicht nur d = 4(y,+7,) 
= A(ysy+?x), sondern auch d—b,; — y, + Ya + Gp + de = 
d'—D,, sämtlich als positiv gelten. Da zudem r = d, r = d' ist, 
so erbellt sofort, daB das untere der Vorzeichen + sicher einen 
‘positiven Wert der Aggregate liefert; eine einfache Umformung, 
die die fraglichen Aggregate auf die Form d(4b,,—3d) resp. 
d'(4b,,—3d') bringt, läft aber auch erkennen, daf das obere 
‘Vorzeichen zu einem negativen Wert führt. Jede der Formeln 
(45) ergibt also einen elliptischen und einen hyperbolischen Ton. 

Schreibt man die Gleichang der in den Formeln (46) enthal- 
tenen Kegelschnitte 

2 8 2 


46) 
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so ergibt sich durch Vergleichung der Werte von «&° und f° und 
Elimination von k/l resp. n/m 


6 3 1 6 15-09 
FR ap’ FCNNTE PACE LAS 


49) 


Beziehungen, die mit (15’) konform sind und eine ähnliche Dis- 
kussion gestatten. An Stelle der gleichzeitigen Hyperbel dort 
die nur als Durchmesserkreuz auftreten konnte und die kleinste 
môgliche Offnung besaB, tritt hier eine solche mit dem Üffnungs- 
winkel 60°. 

Noch mag bemerkt sein, daf, wenn man die den beiden Tônen 
eines Paares zugehôrigen Parameter durch Indizes charakterisiert, 
aus (48) die mit (18”) konformen Beziehungen folgen 
50) Bale De lire dit 


? 
ll MM 


Drückt man #,/1, und 4,/{, in der einen oder anderen Weiïse durch 
die Halbachsen a,, B,, «,, B, aus, so kann man hieraus mehrere 
interessante geometrische Beziehungen zwischen den bezüglichen 
Kegelschnitten gewinnen; ebenso auch mit »,/m, und n,/m,. Diese 
môgen aber hier nicht entwickelt werden. 


12) Unter den in der Einleitung erwähnten Beobachtungen 
über Schwingungen kreisrunder kristallinischer Klangplatten ist 
die von Angstrôm durchgeführte Messungsreihe an Gypsplatten 
für die Vergleichung mit der Theorie insofern die einfachste, als 
sie sich nur auf eine einzige Orientierung der Platten bezieht 
die obenein, als der kristallographischen Symmetrieebene, d. h. der 
XY-Ebene des von mir für das monokline System eingeführten 
Achsenkreuzes parallel, jede Koordinatentransformation unnôtig 
macht. Dabei beziehen sich die Beobachtungen auf nicht weniger 
als fünf der oben theoretisch behandelten Grundschwingungen; sie 
sind also trotz der Beschränkung relativ reichhaltig. Die anti- 
symmetrischen Schwingungen elliptischen Charakters haben sich 
wie S.347 bemerkt, offenbar bei den Ângstrômschen Versuchen 
nicht ungesucht eingestellt, und da der Leitfaden der Theorie 
fehlte, so konnten sie sehr wohl unbemerkt bleiben. 

In Figur 1 bis 3 sind die Darstellungen reproduziert, welche 
Ângstrôm den von ihm beobachteten Knotenlinien für die beiden 
hyperbolischen Tüne und den einen elliptischen Ton des symme- 
trischen Typs, so wie von den beiden hyperbolischen Tônen des 
antisymmetrischen Typs gegeben hat. Wegen der davon zu machenden 
Anwendungen ist eine X-Achse in den ,faserigen Bruch“ gelegt und : 
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die dazu gehôrige Y-Achse so zugefügt, daf der ,muschelige Bruch“ 
(mm) in den ersten Quadranten fällt. Das XY-Koordinaten- 
system stellt sich dadurch zufällig als von negativem Charakter 
dar; dies ist ohne Belang, denn eine Beobachtung, bei der die 
andere Seite der Platte nach oben gelegen hätte, würde Angstrôm 
das Spiegelbild seiner Knotenlinien geliefert haben. Die Tône, resp. 


Figur 1. Figur 2. Figur 8. 


ihre Knotenlinien, sind so mit Nummern versehen, wie es der fol- 
genden Darstellung entspricht. 

Von den Resultaten dieser Ângstrômschen Beobachtungen sind 
einige qualitative bereits im Vorstehenden theoretisch begründet; 
das Auftreten von nur einer symmetrischen Grundschwingung 
des elliptischen, aber von zwei des hyperbolischen Typs, ebenso 
das Vorhandensein von zwei antisymmetrischen Grundschwin- 
gungen des hyperbolischen Typs hat sich aus der Theorie ganz 
direkt erklärt, und damit ist eine Reïhe der interessantesten Be- 
stätigungen derselben im Voraus gegeben worden. Von quantita- 
tiven Prüfungen kommen die Einzelheiten der Formen und Lagen 
der Klangfguren und die absoluten und relativen Schwingungs- 
zabhlen der einzelnen Tône in Betracht. DaB eine zahlenmäfige 
Vergleichung zwischen Theorie und Erfahrung überhaupt môglich 
ist, wird durch den Umstand bedingt, daB vor kurzer Zeit im 
hiesigen Physikalischen Institut die Elastizitätsmoduln von Gyps 
gemessen worden sind). Dabei ist es ein glücklicher Umstand, 
daf die in die Theorie der Ângstrômschen Versuche eingehenden 
Moduln 5,,, 8, Ses Sos Se Sse Sich relativ genau, nämlich durch 
Beobachtung von Biegung und Drillung von Stäben bestimmen 


1) Th. Reimers, Bestimmung der Elastizitätsmoduln von Gyps, Diss. Güt- 


| :tingen 1914. ro : 
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lassen, deren Breïtseiten in der XY-Spaltungsebene liegen. Die 
von Herrn Reimers angegebenen Zahlen setzen das oben einge- 
führte XY-Achsenkreuz voraus, dessen X-Achse in die Richtung 
des ,faserigen Bruches“ fällt, während der ,muschelige Bruch“ im 
ersten Quadranten liegt, und lauten in cm und gr-Gewicht 


S1 — 200.10, s,— 196.10, s, — 493.107, 


22 


Sy = —2,0.107%, 5, = —5,7.10, s, — —13,1.10"%. 


16 


51) 


. Die in absoluten Einheïten cm, gr, sec geltenden Zahlen für die 
Sn folgen aus den obigen durch Multiplikation mit 9 — 981. Sie 
kommen nur für die Berechnung der Absolutwerte von Schwin- 
gungsdauern in Betracht; für alle übrigen unten zu macbenden 
Anwendungen kann man Gireut die vorstehend angegebenen Zahlen 
benutzen. 

Die Genauigkeit dieser Zahlen ist mehr als genügend; sie 
übertrifft weit die Annäherung, welche die Theorie in der obigen Ent- 
wicklung'darstellt, und welche nach S. 349 bei Kristallen im allgemeinen 
noch geringer ist, als bei isotropen Kôrpern, weil bei den letz- 
teren die Anzahl der Wurzeln aus den mafigebenden Gleichungen 
sich reduziert. Angesichts dieses Umstandes liegt die Forderung 
nahe, die Theorie bis zur nächsten Näherung zu führen, die nach 
den Angaben von Ritz gerade die Genauigkeit für die Grundtône 
beträchtlich steigert. Indessen wächst bei dieser Erweiterang der 
notwendige Aufwand an Rechnung so enorm, daB der Gewinn 
dazu nicht im Verhältnis stehen dürfte. Das Ziel, die Eigentüm- 
lichkeiten der Beobachtungen verständlich zu machen, wird 
bereïts mit der oben entwickelten ersten und rohen Annäherung 
erreicht. 

Aus den in (51) angegebenen Modulwerten s,, folgt nach (2) das 
entsprechende System der Parameter y, für die von Ângstrôm 
beobachteten Gypsplatten zu 


Pau = B,88.10*, y, — 645.10, y, — 262.10: 


RE OT ET ST PLAT ET OA ET 


13) Die Parameter a,, der symmetrischen Grundschwingungen 
berechnen sich nach (10) und (13) aus den vorstehenden Zahlen, 
indem der Faktor 10** vorübergehend unterdrückt wird, zu 


ares MAG as ee DUB SE Vos 21260208 


11 


au = 107, : a, = 2,78, ay — —0,92. 


Diese Zahlen setzen, ebenso “wie die zu Grunde gelegten s,,, cm 
und gr-Gewicht voraus; beim Ubergang zu cm, gr, sec erhalten 


53) 
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die y;, den Faktor 1/9 und damit auch die aus ihnen berechneten 
Wurzeln Ë und den Faktor g — 981. Der überaus starken 
elastischen Aeolotropie von Gyps entsprechend sind für diesen 
Kristall die Parameter a,, a, a,, keineswegs klein gegen die 
Differenzen der ersten drei. Demgemäf würde das Verfahren von 
$ 7 nur eine schlechte oder gar keine Näherung für die Wur- 
zeln Ë und die Quotienten p:q:c liefern, und es ist die kubische 
Gleichung (14) strenger zu lôsen. 

Das gegebene Verfahren hierzu ist das graphische; schreibt 
man nämlich diese Gleichung 


be, 2 2 2 
54) A l32 gg = is Ces + gs Asi au Las 9 — 2. dos si A9 


und konstruiert beide Seiten als Funktionen von £, so liefert die 
rechte Seite eine Gerade, zu deren Bestimmung zwei berechnete 
Werte ausreichen, die linke eine Kurve dritten Grades, für die 
sich eine grôfere Anzahl von Punkten sehr leicht berechnet. Die 
+ Werte der Wurzeln Ë finden sich so ungefähr bei 

DO} PRES St e7 10e £, — 1,24.10*°, 2 19,98 40: 

die ersten beiden entsprechen den hyperbolischen Tünen, die dritte 
gibt den elliptischen Ton. Nach (7) und (9”) sind die Schwingungs- 
frequenzen mit den Quadratwurzeln aus diesen Zahlen propor- 
tional; sie verhalten sich sonach für die erhaltenen Tüne gemäf 
. der Rechnung wie 

84,b : 100 : 173. 


Aus der Beobachtung schlieñt ÂAngstrôm bei zwei verschiedenen 
Platten auf die Verhältnisse 


86,0 : 100 : 169 und 89,5 : 100 : 171; 


die Übereinstimmung muê als überraschend gut bezeichnet werden. 

Die Vergleichung der beobachteten Absolutwerte der Schwin- 
gungszahlen braucht hiernach nur für einen der drei Tône aus- 
geführt zu werden; wir wählen dazu den mittleren. Für die 
Schwingungsfrequenz » gilt nach (7) und (9”) die Gleichung 

FE Lee 
56) bg Es - 161». ) 
wobei schon berücksichtigt ist, daB nach Obigem £ mit dem Faktor 
g versehen werden muf, wenn für die Moduln s,, die Zahlwerte 
von (51) benutzt werden. Hieraus folgt für die Schwingungszahl 
N der Ausdruck 
v :A12D Ëg 


Bi) Es 2x x" 0 
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Für die zwei Platten, auf die sich die vorstehenden Rech- 
nungen beziehen, gibt Angstrôm die Werte R — 2,72 und 2,57 em, 
D = 0,097 und 0,114 cm, N — 3351 und 4343 an. Bei Annahme 
von @ — 2,32 liefert die Formel N — 1940 und 2500. Der Unter- 
schied gegenüber der Beobachtung erscheint unverständlich, zumal 
nach der Rechnung von Ritz für isotro pe Kreisplatten die hier 
benutzte Annäherung gegenüber der strengen Theorie einen zu 
grofBen berechneten Wert von N erwarten läft. Vermutlich ver- 
steht aber Angstrôm unter N die Zahl einfacher Schwingungen ; 
in diesem Falle würde die Rechnung N — 3980 und 5000 ergeben, 
was eine Abweichung von der Beobachtung in demselben Sinne, 
aber freilich von grôBerem Betrage ergibt, als die Ritzsche Rech- 
nung. 

Es mag übrigens bemerkt werden, daB nach Kirchhoff!) be- 
züglich der Absolutwerte der Schwingungszahlen bei isotropen 
Kreiïsplatten auch die strenge Theorie unerwartet schlecht mit 
der Beohachtung stimmt. Vielleicht kommt hierbei, auêer der 
Nichterfüllung der von der Theorie gemachten Annahme unendlich 
dünner Platten, auch ein Einfluf der Befestigung (Einklem- 
mung zwischen zwei kleinen meist kreisfôrmigen Flächen) der 
Platten zur Geltung, den die Theorie nicht in Rechnung setzt, 
und der naturgemäB bei kleinen Platten besonders grof ist ?). 

Um Gestalt und Orientierung der Klangfiguren der symme- 
trischen Tône aus der Theorie abzuleiten, sind die Verhältnisse” 
gl[p und c/p oder p/q und c/q aus den Formeln (13) zu berechnen 
und in die Beziehungen (15) resp. (16) einzusetzen. Dabei kann man 
den Winkel @ von $S. 355 zwischen 0 und 1x wählen, sodaB sin 29 
> 0 ist, wenn man bei dem elliptischen Typ frei läft, ob « oder 
B die grôfiere, bei dem hyperbolischen Typ, ob « oder 8 die ima- 
ginäre Halbachse bezeichnet. Handelt es sich z. B. um den er- 
steren Typ, und findet sich g/p < 0, c/p — 0, so ist notwendig 
B > « und cos2p < 0, d.h. x < p < Ex. 

Die Rechnung gibt für den ersten hyperbolischen Ton (£, — 0,87) 


glp = —1,18, c/p — —4,38; 


für ihn ist also die «-Achse die imaginäre, und es gilt cos2p = 0. 
. Die Berechnung liefert für g rund 31°, für das Achsenverhältnis 
a/B den Wert 1,53. Das Mittel aus den von Angstrôm an vier 
Platten erhaltenen Messungen, den hier benutzten Bezeichnungen 
entsprechend ausgedrückt, ist resp. 33° und 1,58. 


1) G. Kirchhoff, Ges. Abh. p. 277. 
2) $. dazu R. Koenig, Wied. Ann. 69, p. 728, 1899. 
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Für den zweiten hyperbolischen Ton (£, — 1,24) liefert die 
Rechnung 
g/p = +2,58, clp = —2,43; 


auch für ihn ist also die «-Achse die imaginäre, aber cos2p < 0. 

Man findet o — 760, «/B — 1,44; das Mittel aus den Ângstrôm- 

schen Beobachtungen an fünf Platten ist o — 77,5, a/B — 1,46. 
Für den elliptischen Ton (£, — 3,935) ergibt die Rechnung 


glp —= —0,0715, clp = +0,54; 


es ist somit 8 = « und cos2p < 0. Man erhält  — 520, GJa — 
1,53; der Mittelwert aus Beobachtungen an vier Platten ist o — 58,7°, 
Bla = 1,38 Mit diesen Resultaten der Rechnung ist passend die 
Darstellung in Fig. 1 und 2 zu verbinden. 

Die Übereinstimmung zwischen Theorie und Erfahrung ist also 
überraschend grof. 


14) Die Ângstrômschen Beobachtungen über die antisymme- 
trischen Grundschwingungen sind wesentlich unvollständiger, als 
diejenigen über die symmetrischen; immerhin geben sie einige Gre- 
legenheit zur Anwendung der Theorie. Die für sie nach (31) maf- 
gebenden Parameter b,, haben nach (26) und wegen der in (52) 
angegebenen Zahlen für Gyps die nachstehenden Werte. 


= 724—n, by = 80,9—1, by — db, — 20,0—7; 

= + 16,7, b,,— —7,4, db, —=—3,1, b,, —+1,15, b,, = —14,8. 

Die Gleichung für 7 lautet nach (31) 

(6, b,, at b,) be, TE lbs [bu (ds F be, Æ ds (;, cr bi, K 2b, (0,503 + b,, bi] 
| + (B,s bi gx b D) D. 0, 

Bei der beträchtlichen Verschiedenheit zwischen den in b,,, b, und 

in ?,, auftretenden Konstanten kann man brauchbare Werte der 


Wurzeln 7 leicht durch sukzessive Annäherung erhalten. Man 
findet so etwa 


60) m — 165.10", m = 18,910, m, = 62,110, m, = 96,410 + 


bu 
58) ; 


59) 


die beiden ersten entsprechen hyperbolischen, die beiden letzten 
elliptischen Tônen. 
Der Zusammenhang zwischen der Frequenz » und den vor- 
stehend berechneten n ist nach (7) und (26’) gegeben durch 
“te Q v? R° 
61) ARTE À 
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Verglichen mit (56) ergibt dies, da die Verhältnisse von Fre- 
quenzen des symmetrischen (s)- und des antisymmetrischen (a)-Typs 
gegeben sind durch 

62) v,:% — V8E/8 : Vn. 

Ângstrôm hat für die erste der S. 374 herangezogenen Platten 
aufer den symmetrischen auch die hyperbolischen antisymmetrischen 
Tône beobachtet. Die Vergleichung der theoretischen Werte 
des mittleren symmetrischen Tones (£, — 1,24.10**) und der beiden 
byperbolischen antisymmetrischen ergeben 


44,8 : 100 : 107, 
während die Angstrômschen Beobachtungen liefern 
48,6 : 100 : 106,7. 


Die Übereinstimmung der letzten beiden Verhältnisse ist wieder 
ausgezeichnet, die der ersten genügt, wenn man sich erinnert, daf 
es sich um sehr verschiedene Tonhôhen handelt. (Die elliptischen 
asymmetrischen Tône sind nach den oben für 7, und , angege- 
benen Zahlen wiederum bedeutend hôher als die hyperbolischen 
und vielleicht eben deshalb durch Ângstrôm nicht realisiert.) 

Gehen wir nun zur Besprechung von Form und Orientierung 
der Knotenlinien für die antisymmetrischen Schwingungen über, 
so ist zunächst zu bemerken, da Ângstrôm seine Beobachtungen 
durch eben denjenigen Ansatz darzustellen sucht, den nach (23) 
die Beziehung © — O0 liefert. Die allgemeine Übereinstimmung 
der betrachteten Form mit der theoretischen ist hierdurch von 
vorn herein gegeben. Im übrigen handelt es sich für uns nur um 
die Vergleichung jener speziellen theoretischen Resultate über die 
Orientierung der Knotenlinien gegen die Kristallplatte mit der 
Beobachtung, die $S. 364 u. 365 entwickelt worden sind, und die sich 
vollständig durch die Quotienten "/{ und n/k der Parameter des An- 
satzes (23') für o ausdrücken. Diese Quotienten sind aus (31) zu 
berechnen, und es ergeben sich, wenn man die erste, dritte und 
vierte Formel jenes Systemes kombiniert, die komplizierten Aus- 
drücke: 
v1$ b,, be Fc (bis ro b,,) 

b,, bas ra (B,s bas bu UM | 

by (b be dE b,, 0,3) HE bi (Ps b 2 be b,,) 
bé (os b, x b, ds) (na bis (ds UM ES bas b.,) 


Dabei ist in b,, und b,, je diejenige Wurzel 7 einzusetzen, welche 
den zu untersuchenden Ton charakterisiert. 


63) 
= + 


|S |S 
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Sind diese Quotienten berechnet, so kann man aus ihnen einer- 

seits durch die Formel (33'), nämlich durch 
tgp — —I]m, 

die Orientierung der Wendetangente an der Durchmesserkurve be- 
stimmen, andererseits durch die Formeln (36') und (36), nämlich 

mil = te, nlk — te, tg(p—#) — 3tg(3p +7), 
die Orientierung der reellen Extremradien oder Achsen an der 


hyperbolischen Kurve. 
Für die ersten beiden Wurzeln 7, und », findet sich etwa 


ns 


Ta D\ 6e _. — —0,163 und e = 031, À — -5,0. 
1 x 2 c 
Hieraus folgt (gleichfalls in runden Zahlen) 
pe +9, p = —654; = +78, y, — —028". 


Diese Werte sind mit den Angstrômschen Bildern der beiden 
* Knotenlinien in Fig. 3, die natürlich garnicht zu einer quantita- 
tiven Verwertung bestimmt waren, durchaus vereinbar. 

Alles zusammengenommen kann man behaupten, da8 die Âng- 
strômschen Resultate über die Grundschwingungen kreisrunder 
Gypsplatten schon durch die erste Annäherung der Theorie in 
einer sehr befriedigenden Weise erklärt werden. 

15) Wenden wir uns nunmehr zu der Bearbeïitung der Savartscheu 
Beobachtungen an Bergkristallplatten, welche nur die hyperbo- 
lischen Grund-Tône des symmetrischen Typs, diese aber bei einer 
groBen Anzahl von Platten verschiedenster 
Orientierung betreffen, so ist als Erstes das 
System der (Haupt-)Elastizitätsmoduln für Berg- 
kristall zu definieren und aufzustellen, Das 
Hauptachsensystem X° Y° Z° sei so angenommen, 
daB die Z°-Achse in die kristallographische 
Hauptachse fällt, die X°-Achse in eine Neben- 
achse. Das X°Y°-Achsenkreuz sei im übrigen 
so orientiert, daB die + Y°-Achse aus einer der. 
Flächen des Hauptrhomboeders + Æ austritt, 
welche die + Z° Achse umgeben (wie dies Fig. 4 

Figur 4. in der Bezeichnung X, Y, Z veranschaulicht !). 

Die Ausdrücke für die DeformationsgrôBen 4°, ...2° durch 

die Druckkomponenten X°,...X° für dieses Koordinatensystem 


1) Die auf Bergkristall bezüglichen Figuren sind aus Voigt, Lebrbuch der 
Kristallphysik, Verlag von B. G. Teubner, Leipzig u. Berlin, entnommen. 
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lauten dann 
— dr = SX +S Yi + SZ + su, 
=, Sa XL + Ty HZ — si "D 4 
64) — 2° SX + Lt SZ) 
+ # ta Te; "HAE cs Sa Ze + 284 Xy; 
ay = 2,224, —51) X4 


- 


Dabei haben in dem System em und gr-Gewicht die Hauptmoduln 
von Bergkristall die folgenden Werte!): 
Su 12,19410 7 5,12 OU rLAUT re 19,66.10° 7: 


44 


s, = —1,68.107%, s, — —1,49.107%, 5, — 493.107". 


13 14 


65) 


Um zu dem cm-gr-sec-System überzugehen, ist diesen Zahlen der 
Faktor g — 981 zuzufügen. 

Zur Verwendung behufs Erklärung der Savartschen Beobach- 
tungen ist nun das System (64) von den Hauptachsen X°Y°2° auf 
ein Achsenkreuz XYZ zu transformieren, dessen X Y-Ebene je in 
die Ebene der Klangplatte fällt, auf welche die Theorie angewendet 
werden soll. Diese Operation ist ein wenig umständlich, wenn auch 
nach $. 346 die von Savart benutzten Platten Orientierungen be- 
treffen, die mit den Symmetrien der Kristallform in nahen Be- 
ziehungen stehen. Es werden demgemäf jederzeit nur die bezüg- 
lichen Endresultate angegeben werden. 

NaturgemäB kann es nicht die Aufgabe sein, alle von Savart 
für etwa 50 verschiedene Orientierungen erhaltenen Resultate nach- 
zurechnen; es wird genügen, für jede der S. 346 erwähnten drei 
zusammenbängenden Reïhen den Verlauf der Erscheinung mit wech- 
selnder Orientierung verständlich zu machen und an einzelnen Bei- 
spielen die nummerische Übereinstimmung zwischen Theorie und 
Beobachtung nachzuweisen, soweit die Angaben Savarts hierzu 
Grundlagen bieten. Diese Angaben sind nämlich weit unvollkom- 
mener, als die von Angstrôm gebotenen, und beschränken sich auf 
die Angabe der einzelnen Tonhôhen?) und eine graphische Wieder- 
gabe der ihnen entsprechenden Knotenlinien in sehr kleinem MaBstabe 
und nur schematischer Weise, wie das die unten mitgeteilten Repro- 
duktionen einer Auswabl der Savartschen Figuren erkennen läft. 

Auf eine Besprechung der absoluten Schwingungszahl N für 


1) W. Voigt, Wied. Ann. 31, p. 701, 1887; Kristallphysik p. 753. 

2) Ich habe, da Savart gelegentlich eis und fes als Tonhôhen angibt, ange- 
nommen, daB Savart reine, nicht temporierte, Stimmung Panne hat. Indessen 
spielt die Differenz PAR kaum eine Rolle. 
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die eine oder andere Orientierung der Klangplatte ist nicht ein- 
gegangen worden, u. zw. nicht allein wegen der S. 374 hervorge- 
hobenen theoretischen Schwierigkeiten, die hier, bei im Verhältnis 
zum Radius recht grofier Dicke der Platten (ca. 1:12), in beson- 
ders hohem Maafe vorliegen dürften. Ich bin vielmehr nach ge- 
wissen Anzeichen zweifelhaft, ob es sich bei den Savartschen An- 
gaben über Tonhôhen überhaupt um absolute Bestimmungen handelt, 
und in diesem Falle wäre eine Berechnung gegenstandslos. 

Der Übersichtlichkeit wegen seien die für das Folgende nôtigen 
Formeln der Theorie hier noch einmal zusammengestellt. Für die 
transversale Verrückung wo der Platte lautet der Ansatz (8) 


66) o = pat ER) + q(a— y") + cry. 

Ferner gilt nach (13) bei ay, = ay, 

67) Pau + Qau + cas = 0, Pass + Q@o + Ca>s —= 0, 
Pas + Qase + Cas —= 0, 

wobei nach (10) ist 

Gi = Ya tn Pa SE, Qu = Pr + Van — Din — BE, 

As = Vos LE Mo = Vis — Vans is = Vic F Vas Uno = Pro — ae 


und die y;, sich nach (2) aus den Elastizitätsmoduln s,, für ein 
nach der Platte orientiertes Koordinatensystem berechnen. Weiter 
bestimmt sich 


68) 


69) &£ — ov°R‘/161>”, 
d. h. also die Schwingungsfrequenz », aus der Gleichung 
10) Ai pa Ass — (As Ag + Aro os + Use Lis) + Digg Gi Gay = 0. 


Die beïden kleinsten Wurzeln dieser Gleichung entsprechen den 
uns interessierenden hyperbolischen Tônen des symmetrischen Typs: 
Die eine von ihnen liegt im allgemeïnen in der Nähe der Wurzel 
von 43 — 0, die andere der von a, — 0. Wir bezeichnen sie 
mit £, und £. Um die Verhältnisse der zugehôrigen Parameter 
Pi, di €, und p,, @, €, zu berechnen, sind diese Wurzeln in (67) 
einzusetzen. Es ist vorteilhaft für die Berechnung, das eine Mal 
die erste und dritte, das andere Mal die erste und zweite Glei- 
chung zu kombinieren; so gelangt man zu 


Maroc: E: a gs 27 Gil G Len di; gs — Use Us 
71 Pi " AG A2 is Vs 4 Pi As A2 Ass. 
C; 2e C2 ge — Oo dia , 
NOR de 


Kgl. Ges, d. Wiss. Nachrichten. Math.-phys. Klasse, Heft 3. 1915. 26 
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de — a: Ass — Air y Ce A ds A = ain 
72) D: (7N Vis — Ass * Pa As is — As Tag / 
Mo M En 
d di gg — Lio dis ; 


Dabei deuten die oberen Indizes * das Einsetzen der Wurzeln £, und 
£, an. Für die Beurteilung der Form und Lage der Knotenlinien, 
welche diesen Werten entsprechen, sind schlieflich die Formeln 
(15) und (16) mafgebend. 

16) Die zwôülf Platten der ersten Savartschen Reïhe ent- 
hielten sämtlich die Z°-Hauptachse in ihrer Ebene und waren dabeï, 
ausgehend von der X°2°-Ebene, je um 15° gegen einander gedreht. 
Das beobachtete System der Knotenlinien bringt die Dreizählig- 
keit der Z°-Achse zum Ausdruck, insofern je zwei um 120° gegen 
einander geneigte Platten stets das gleiche Verhalten aufwiesen. 
Von den Veränderungen, die innerhalb eines solchen Intervalles 
von 120° stattfinden, geben die Teile von Fig. 5 eine Anschauung. 


Y=0° 30° 60° 90° 


Figur 5. 


Die erste Darstellung bezieht sich auf eine nach der X°7°-Ebene 
orientierte Platte, welche die Tône f und dis lieferte. Von den 
betreffenden hyperbolischen Knotenlinien ist die erste ein Paar 
Durchmesser parallel X° und Z°, die andere eine Hyperbel mit 
ziemlich gro$fem Asymptotenwinkel und der reellen Achse parallel 
X°. Bei Drehung der Plattenebene drehen sich beide hyperbo- 
lischen Kurven im gleichen Sinne, so daf der Winkel ihrer reellen 
Achsen angenähert 45° bleibt. Diese Drehung erreicht bei einer 
um 30° gegen die X°2°-Ebene geneigten Platte ihr Maximum von 
wenigen Graden und geht für die um 60° geneigte Platte auf Nall 
herab, um darnach die entgegengesetzte Richtung einzuschlagen. 
Die Hyperbel des tieferen Tones ändert dabei ihre Form nicht 
merklich, die des hôheren dagegen durchaus. Die Hôhen der beiden 
Tône erweisen sich von der Orientierung der Platte fast gar nicht 
abhängig. Dies sind die hauptsächlichsten Erscheinungen, welche 


| 74) 
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die Platten der ersten Reïhe aufweisen. Wir wenden uns nun 
dazu, die Formeln der Theorie dafür zu bilden. 

Zum Zwecke des Überganges von dem Hauptachsensystem 
X° Y°Z° zu einem in der Plattenebene liegenden Achsenkreuz XY, 
wie solches die Formeln der Theorie voraussetzen, wollen wir zu- 
nächst das Koordinatensystem um einen Winkel 3 um die Z°-Achse 
drehen. Die neue Lage sei durch X’Y'Z' bezeichnet (wobei 
Z'IIZ"). Darauf seien die Bezeichnungen der Achsen negativ zyklisch 
vertauscht, d. h., es sei X’ mit Z, Y’ mit X, Z’ mit Y vertauscht. 
Dann lassen sich unmittelbar die Formeln der vorstehenden Theorie 
anwenden, und sie beziehen sich auf eine Platte, welche um einen 
Winkel & (in + Richtung) gegen die Y° 7°-Ebene gedreht ist, deren 
Y-Achse in die Z°-Hauptachse fällt, und deren X-Achse somit 
normal 2° liegt. KFührt man noch den Winkel y — # — 1x ein, 
so bezeichnet derselbe das Azimut der Plattenebene gegen die 
X°Z"-Ebene als Ausgangslage, was mit. der Savartschen Anord- 


* nung in Fig. b übereinstimmt. (Daselbst bezeichnet übrigens Z 


die Z°-Richtung.) Für die elastischen Parameter dieser Platte 
gilt dann ‘) 

[y = SssSur [Vus = Su Sue — Su sin” 37, Is = Si Sas — Sn 
73) [y = —Si5Ss y — +SuSs38M8y, Uys = — 1351483; 

IT — (8, S33 — 85) Su — 53381, Sin° 37. 

Nach den Zahlwerten (65) ist 11 — 2390 —174sin°3y; man 
kann demnach mit mehr als hinreichender Genauigkeit das von y 
abhängige Glied aus dem Nenner 11 der y, in den Zähler ent- 
wickeln und erhält auf diese Weise bei der Abkürzung sin3y — S 
Yan = (8,0+0,59S°)10*, »,, — 10,45.10", y, —= (5,08 + 0,37 S°) 10*°, 
Vas = (1,23+0,090$?)10*5, y, = —0,1728.10*, y, = —0,2648.10*. 
Hieraus ergeben sich die Parameter «,, der fundamentalen Glei- 
chungen (67), wenn man wieder der Bequemlichkeit halber den 
Faktor 10* unterdrückt (in Annäherung) zu 

a — 20,9+0,78S7— 46, a, — 16,0+0,428°—8E, 
75) ay — 5,08+0,87S—92E£, a, — —2,45 +0,75", 
dy — — 0448, a; — +0,0928S. 

Eine näherungsweise Behandlong der kubischen Gleichang (70) 
liefert für die beiden kleinsten Wurzeln, welche den uns interes- 
sierenden hyperbolischen Tônen entsprechen, 


1) W. Voigt, Kristallphysik, p. 711. 
26 * 
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E, — 1,95+0,08S* resp. £, — 2,54+ 0,17. 5°. 


Beacbtet man, daS die Frequenzen v, und v, nach (69) den Quadrat- 
wurzeln aus Ë, und Ë, proportional sind, so erkennt man, daf die 
Abhängigkeit der Tonhôhe von dem Azimut der Platten, d. h. von 
S — sinèy auferordentlich klein ist — wohl jenseits der Genauig- 
keïtsgrenze der entwickelten Theorie liegt. Dies stimmt nach 
S. 380 mit der Beobachtung. Für den Quotienten der Frequenzen 

:v, — VE,:E, gibt die Theorie (für y — 0) 1,14; die Savartsche 
nd 4 due der Tonhôhen t und dis liefert merklich dexbeltien West 

Da a,, und a, für y — 0, d. h. für die Orientierung der Platte 
in der X° Z°-Ebene verschwinden, so entspricht nach (72) dem h6- 
heren Ton als Knotenlinie das Paar mit den Koordinatenachsen 
zusammenfallender Durchmesser, was die Erfabrung gleichfalls ge- 
liefert hatte. Dem tieferen Ton gehürt eine Hyperbel zu, deren 
Achsen in die Koordinatenachsen fallen. Die reelle Achse fällt . 
in die X-Richtung, der’ (halbe) Asymptotenwinkel ist gegen 52°, 
das Verhältnis «:Æ der reellen Halbachse zum Plattenradius 
etwa 1:3,56. Die erste Darstellung in Fig. 5 ist mit allen diesen 
Resultaten durchaus vereinbar. Ebenso gibt die Theorie die Dre- 
bung der Achsen der Knoterlinien bei wechselndem Azimut y 
richtig wieder. 

17) Die zweite Savartsche Beobachtungsreihe betrifft vierzehn 
Platten, die sämtlich die X°-Nebenachse in ihrer Ebene enthalten. 
Die erste Platte normal zur Z°-Hauptachse sollte sich nach Sym- 
metrie isotrop verhalten, d. h. also nur einen hyperbolischen 
Grundton geben und die entspreehende Knotenlinie (das Durch- 
messerkreuz) in allen môglichen Lagen zu erzeugen gestatten. 
Offenbar infolge sehr kleiner Fehler der Orientierung zeigten in- 
dessen mehrere Platten übereinstimmend Knotenlinien in zwei 
festen Orientierungen und dazu zwei einander sehr nahe Tüne in 
von Platte zu Platte wechselndem Verhältnis der Schwingungs- 
zahlen. Bei einer Drehung «& der Plattenebene um die X°-Achse 
in der Richtung nach den Flächen + R bewahrte die eine Knoten- 
linie die Form des Durchmesserkreuzes parallel und normal zur 
Y°2°-Ebene, obwobl die zugehôrige Tonhôhe beträchtlich wechselte. 

In der Ausgangslage (« — 0) beobachtete Savart einen Ton 
etwas hüher als d; mit wachsendem Azimut « stieg die Tonhôhe 
zunächst betrabte an und erreichte in der Gegend & = 52° ein 
Maximum, das gis entsprach. In der Gegend von « = 109 wurde 
der Ausgangswert und in der Gegend von « — 140 ein Minimum 
bei C passiert. Alle Winkelwerte sind sehr ungenau, da mehrfach 
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an wichtigen Stellen die Reïhe der beobachteten Azimute grôBere 
Lücken zeigt; so liegt z. B. in dem Intervall 52 Z & = 78° keine 
Beobachtung. Die Tonhôhen selbst dürften genauer sein. 

Die zweite Knotenlinie nahm anfangs die Gestalt einer Hy- 
perbel mit reeller Achse in der Y°Z°-Ebene an, während der Ton 
etwas fiel. Bei ca. 39° Neigung zeigte sich ein Durchmesserkreuz 
in der Orientierung + 45° gegen die Y°Z°-Ebene bei dem Ton C. 
Weitere Neïgung lieB eine Hyÿperbel mit der reellen Achse normal 
zur Ÿ°2°-Ebene erscheinen, während der Ton bis e stieg und beim 
Azimut 180° wieder auf d zurückging. Fig. 6 gibt einige der 
Savartschen Darstellungen (mit vertikal liegender Y° Z°-Ebene) 


wieder. 
Cie LT Va Kw x 
œ=12° 39° 70° 126° 


Figur 6. 
Die darin mit X bezeichnete Richtung ist zugleich die X°-Nebenachse 
des Kristalles. (Bei der dritten Darstellung fehlt übrigens die 
Bemerkung, da8 die Knotenlinie in Form des Durchmesserkreuzes 


dem Ton gis entspricht.) 
Um diese Resultate theoretisch zu bearbeiten, hat man ein- 


fach das Koordinatensystem aus der Hauptlage um die X°-Achse 
zu drehen. Bezeichnet « den Drehungswinkel, so ergibt sich für 
das neue System: 
Sy — 57, C0s* æ — 25°, Cos* « sin «& 

+2(s,,+ 4s%,)sin" & cos* « + 5%, sin‘ «æ, 


0 

Sn op 
76) ÿ . te 
Se = 5, C0S"a+s",cosasina+s,sin'a, Sy, — Sy — 0, 
Sas = 2(5,, —5,,) cos” « + 45°, cos « sin & + s°, sin° «. 
Hiermit sind nun nach (2) die Parameter y; zu berechnen. Die 
Resultate sind von sehr unbequemer Kompliziertheit; wir schreiben 
sie nur in der Form 


77) Vu = Sea y Si: Yn = is 
He er a 0 PV Cr SO diem Qi 
) Sin Sog — Sie Si1 599 — Si9 Si1 522 — Sie ap 


Ves — 1/5, Mo 0, Vas — 0, 


wobei die s,, sich, wie in (76), auf das XYZ-System beziehen.3 ÎÈ 
Wegen der Beziehungen y, — y, = 0 liegt hier der in $ 6 
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ausfübrlich diskutierte spezielle Fall vor. Die Wurzeln Ë be- 
stimmen sich aus den Gleichungen (17/) 


2 +2 MES 
Gi 5 — y —= O0 und a; — 0, 


und zwar ist für den ersten hyperbolischen Ton die kleinere 
Wuarzel der ersteren Formel zu nehmen. Dieselbe sei mit £, be- 
zeichnet, die Wurzel der zweiten Formel mit £,. 

Der letzteren Wurzel entspricht als Knotenlinie das Paar der 
mit X und YŸ zusammenfallenden Durchmesser, der ersteren eine 
Hyperbel, deren reelle Achse in der X- oder der Y-Richtung liegt, 
je nachdem a,, grôfier oder kleiner als Null ist. Das Vorzeichen 
von a,, ist dasselbe, wie dasjenige von 


0 


Sa — Sn = (So —S,)sinta—2(s,—s,—,s,)sin «cos a 


,0 3 Le . 
— 25°, cos’ « sin &; 


Zeïichenwechsel finden also statt bei sine — 0 und bei einem «, 
gegeben durch 

T° CR 0 x DE (5, — 55, — #84) = 25, 
wobei tga — 1° gesetzt ist. 

Die Gleichung hat nur eine reelle Wurzel bei 7 = 0,81 d. h. bei 
« — 890 und 219°, wobei die letzte Orientierung der ersten phy: 
sikalisch gleichwertig ist; in der Tat findet nach S.383 Savart den 
Übergang der einen Orientierung der Hyperbel zur anderen durch 
die Grenzform des Durchmesserkreuzes bei « — 0 und « = 39°. 
Für 0 < a < 39 ist s,—s,, > 0, liegt also die reelle Achse //Y, 
für 89 <a x ist s,,—5, < 0, liegt somit die reelle Achse //X. 
Auch dies hat die Beobachtung ergeben. Auf weitere nummerische 
Vergleichung der theoretischen und der empirischen Resultate über 
die Form der Knotenlinien darf wohl verzichtet werden. — 

Was die Abhängigkeit der Plattentône von dem Azimut « 
anbetrifft, so diskutiert sich dieselbe für den durch a,, — 0 gege- 
benen zweiten Ton sebr leicht, denn diese Beziehung liefert 
einfach 


78) E = À Yo — 1/2 54. 


Nach dem Ausdruck (76) für 5 passiert £, den « — 0 ent- 
sprechenden Wert aufer für &« — 180° auch noch für die beiden 
durch 
! 2, As, 
) Eee Œ 2 (811 — S8) Tes 


gegebenen Azimute. Zwischen diesen vier Winkelwerten liegen 
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Maxima und Minima für £ bei den (vier) Azimuten, die folgen aus 
es 25,, 
3 UT ou 

Nach den Werten (65) der Moduln s;, liegen die Azimute «, 
bei 118° und 2980, die Azimute «, bei 68°, 158°, 2480, 33801). Dem 
ersten und dritten «, entsprechen Maxima, dem zweïiten und vierten 
Minima von £,, und zwar liegen die bezüglichen Werte bei 


78”) tg 2a, 


, — 0,9110%) €, 110.109 T6 —="1,74.10 
wobei £ dem Azimut &« — 0 entspricht. Hieraus folgen als Ver- 
hältnisse der zugehôrigen (mit VE, proportionalen) Frequenzen die 
Zahlen 

138 : 93 : 100. 


Auch diese Resultate stimmen sämtlich befriedigend mit den 
Angaben Savarts über die Ergebnisse seiner Beobachtungen. Die 
Azimute der hôchsten und der tiefsten Tône sind allerdings nach 
dem oben Bemerkten aus den Beobachtungen nur hôchst unsicher 
abzuleiten; jedenfalls macht sich aber kein Widerspruch bemerk- 
lich. Die zuletzt berechneten Quotienten der Schwingungszahlen 
finden sich nach Savart zu 


140 : 90 : 100, 


und dies stellt eine recht gute Übereinstimmung dar. 


18) Die dreizehn Platten der dritten Savartschen Beobachtungs- 
reihe enthielten sämtlich die Normale Y° zur kristallographischen 
Haupt- und einer Nebenachse in ihrer Ebene. Die erste Platte 
lag wieder normal zur Hauptachse; die Orientierungen der übrigen 
môgen durch den Drehungswinkel B um die Y°-Achse definiert 
werden. Die Resultate der Beobachtungen gingen dahin, daf die 
Knotenlinien für beide hyperbolischen Tône schief gegen das XY- 
Kreuz orientierte Hyperbeln waren. Die Tonhôhen, welche dem 
einen Hyperbelsystem entsprachen, variierten mit dem Azimut f 
sehr stark (von d bis a), die dem andern zugehôrigen sehr wenig 
(von d bis C). Den Azimuten 8 und 180°—$ entsprach gleiches 
Verhalten. Fig. 7 gibt einige der Savartschen Darstellungen 
wieder; die mit Y bezeichnete Richtung ist darin zugleich die 
Y°-Richtung des Hauptkoordinatensystemes. 

Besonderes Interesse erweckt, daB die Knotenlinien des stark 


1) Wieder sind die um 180° verschiedenen Azimute einander physikalisch 
gleichwertig. : LUS 
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wechselnden Tones etwa bei 8 — 67° die Grenzform des Durch- 
messerkreuzes passierte, diejenige des schwach wechselnden aber 
etwa bei 8 — 39°. Savart vermutet für den letzteren Ton noch 
einen zweïten derartigen Übergang bei 8 — 67°; aber m. E. gibt 
der Verlauf, welchen die Knotenlinien nach seiner Darstellung in 
der Umgebung dieses Winkels zeigen, keine Stütze für diese Ver- 
mutung. 


POPEC 


Figur 7. 


Für eine Bearbeitung dieser Beobachtungen bilden wir zunächst 
wieder die nôtigen Elastizitätsmoduln, bezogen auf ein Koordi- 
natensystem, dessen Z-Achse die Plattennormale ist, während die 
Y-Achse mit der Y°-Achse zusammenfällt, um welche das XYZ- 
gegen das X° Y°7°-Kreuz gedreht ist. Man erhält so 


SE Si cos" p ire (25, 4 S,4) cos” f sin” B+ Sè sin‘B; Saa — Si 
79) 54 = 25 —5h,)cos"B+ Si sin"f, 5, — s,,c0s° 8 + 5°, sin° 6, 
S4 —= —3s,cos"Bsinf, S, — 5,,sinf. 


Die Parameter y,, der Platte sind hier gegenüber den allgemeinen 
Ausdrücken (2) in nichts vereinfacht; deshalb lassen sich auch 
ohne umständliche Rechnungen nur wenige Vergleichungen zwischen 
Theorie und Beobachtung ausführen. In der Tat sind die in der 
dritten Savartschen Reihe zusammengefafiten Fälle von allen die 
kompliziertesten. 

Es mag genügen, hier nur jene Resultate der Beobachtung 
aus den Formeln abzuleiten, welche oben hervorgehoben sind: die 
Ausartungen der Knotenlinien-Hyperbeln zu Durchmesserkreuzen; 
auch sie erfordern bereits ziemlich weitläufige Rechnungen. 

Der bezeichnete Ausartungsfall tritt nach S. 357 ein, wenn p 
gleich Null ist; für ihn bleiben zwar die Wurzeln £ durch (70) 
bestimmt, die Formeln (67) vereinfachen sich aber zu 


80) Qa + = 0, gas +coa, = 0, qas, + can = 0. 
Sonach mu auch für den genannten Fall gelten 


80”) dsl Ga = (AN As GE Asg/ UTC 
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Wegen der aus (68) ersichtlichen Bedeutung von a,, und a,, kann 
man aus diesen Formeln Ë eliminieren und erhält so in 

81) ae tale, (ae) 

eine Bedingung für das Azimut 8, welches auf ein Durchmesser- 
kreuz als Knotenlinie führt. Die Bedingung ist äuBerst kompli- 
ziert und am besten durch Berechnung beiïder Seiten für eine Reihe 
von Werten B zu lôüsen. Mit den so erhaltenen Wurzeln B kann 
man dann in die erste Formel (80) gehen und erhält hierdurch 
unter Heranziehung von (16') für die Orientierung der Winkel- 
halbierenden der Knotenlinie die Beziehung 


82) cl2q = tg2p —= —a,,/20.. 


Auf diese Weise lassen sich die uns interessierenden Fragen erle- 
* digen, ohne die kubische Gleichung (70) zu lôsen. 

Die Ausführung der Rechnung, über die im Einzelnen nicht 
berichtet zu werden braucht, hat ergeben, daB der Gleichung (81) 
in der Nähe von 8 — 37° und B — 69, genügt wird, — Werte, 
die mit den von Savart angegebenen Zahlen angesichts der Un- 
genauigkeit der Rechnung ausreichend stimmen. Für c/2q erhält 
man bei 6 — 37° den Wert + 1,0, für B — 69° dagegen —1,4 Dies 
gibt für die Winkel o im ersten Falle + 22,50, im zweiten — 27,32. 
Auch diese Werte sind mit den Savartschen Darstellungen ver- 
einbar; insbesondere ist der Gegensatz des Vorzeichens in Uber- 
einstimmung mit der Beobachtung. Da die Savartschen Figuren 
für 8 — 37° und B — 69° die Ausweichung in entgegengesetztem 
Sinne zeigen, als die Rechnnng ergeben hat, erklärt sich einfach 
daraus, daB bei Savarts Versuchen die — Z-Richtung nach oben 
gerichtet gewesen ist. 


19) Hiermit mag die Bearbeitung der umfänglichen Savart- 
schen Beobachtungen über Klangplatten aus Bergkristall abge- 
schlossen werden. Die Übereinstimmung zwischen Theorie und 
Erfahrung ist in der Tat an so viel verschiedenartigen Einzel- 
heiten erwiesen worden, daf es als sicher bezeichnet werden darf, 
die Berechnung werde in den anderen, nicht geprüften Punkten 
das gleiche Resultat ergeben. 

Anhangsweise sei noch eine Bemerkung über die Ergebnisse 
einer Versuchsreihe angeschlossen, die Savart an Klangplatten aus 
Kalkspat durchgeführt hat. Diese Reïhe entsprach der zweiten 
an Bergkristall erhaltenen: die sämtlichen Kreisplatten enthielten 
nämlich die X°-Nebenachse des Kristalles in ihrer Ebene. Savart 
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hat die Resultate analog dargestellt, wie für Bergkristall; er geht 
von der Platte normal zur Hauptachse aus und schliefit daran dieje- 
nigen Platten, bei denen die Orientierung im Sinne des Rhomboeders 
+ R gedreht ist. Dabei treten dieselben Typen von Knotenlinien 
auf, wie bei Quarz, und wie sie in Fig. 6 wiedergegeben sind, 
aber dieReihenfolge ist dieentgegengesetzte, d. h. es 
treten zuerst Hyperbeln mit der reellen Achse parallel X° auf, 
zuletzt mit solcher normal zu X°. Eine positive Drehung bei 
Quarz und eine negative bei Kalkspat sind somit einander äqui- 
valent. Es scheint von Interesse, zu zeigen, wie dieser Gregensatz 
zastande kommt. 

Die Erklärung wird durch die Formeln (76) geliefert. Die- 
selben zeigen, daB eine Umkehrung des Vorzeichens des Moduls 
s°, äquivalent ist einer Umkehrung des Drehungswinkels «; zwei 
Medien mit entgegengesetzten Vorzeichen von s!, müssen sonach 
(qualitativ) dieselbe Erscheinungsreihe bei Drehungen in entgegen- 
gesetztem Sinne zeigen. In der Tat hat aber die Messung der 
Elastizitätsmoduln für Kalkspat !) s&, von entgegengesetztem Vor- 
zeichen geliefert, als bei Bergkristall. Das verschiedene Verhalten 
beider Kristalle ist damit erklärt. 


Resultate. 


1) Die Versuche von Savart und Ângstrôm über die Schwin- 
gungen kreisf‘rmiger Klangplatten aus Bergkristall und Gyps 
haben eine Fülle merkwürdiger Einzelheiten ergeben, die nur die 
theoretische Bearbeitung verständlich zu machen vermag. Eine 
durchgeführte Theorie des Erscheinungsgebietes fehlte bisher; es 
ist das Ziel der Arbeit, die Theorie wenigstens der Grundschwin- 
gungen kreisfürmiger Platten, die aus beliebigen Kristallen in 
beliebigen Orientierungen ausgeschnitten sind, bis zur Vergleichung 
mit der Erfahrung zu entwickeln. 

2) Savarts Beobachtungen betreffen nur diejenigen Grund- 
schwingungen, die bei isotropen Kreïisplatten durch die Klangfigur 
des Durchmesserkreuzes charakterisiert sind, beziehen sich aber 
auf eine sehr grofe Anzahl von Platten in verschiedensten Orien- 
tierungen gegen den Kristall. Sie haben ergeben, daf jenen Grund- 
schwingungen bei Kristallplatten hyperbelartige Knotenlinien ent- 
sprechen, und daf jede beliebig orientierte Quarzplatte diese 
Knotenlinien in zwei und nur in zwei Lagen und Formen 
bei zwei im allgemeinen verschiedenen Tônen entstehen läft. 


1) W. Voigt, Wied, Ann. 39, 412, 1890; Kristallphysik p. 755. 
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Die Abhängigkeit der Erscheinungen von der Orientierung 
der Platte gegen den Kristall folgt natürlich den allgemeinen 
Symmetrien desselben, ist aber im übrigen äuBerst verwickelt. So 
tritt z. B. in durch die Symmetrie keineswegs auszeichneten Orien- 
tierungen gelegentlich die eine Hyperbel in der Grenzform des 
Durchmesserkreuzes auf. 

8) Ângstrôms Beobachtungen betreffen nur eine einzige Orien- 
tierung der Klangplatten, — diejenige parallel der Spaltebene des 
Gypses — klären dafür aber die Verhältnisse für eine ganze Reïhe 
verschiedener Schwingungstypen durch eingehende Messungen auf. 
Aufer den von Savart aufgefundenen hyperbolischen Klangfiguren, 
die auch bei den Gypsplatten nur in zwei Lagen und Formen 
hervorzubringen waren, stellte Ângstrôm eine elliptische Klang- 
figur fest, die nur in einer Form und Lage realisierbar war; 
* ferner un aus zwei hyperbolischen Bôgen und einem zur Kite 
gekrümmten Durchmesser bestehenden Typ, der wiederum in zwei 
und nur in zwei Formen und Lagen herstellbar war. Dabei 
ergab sich auch das auffallende Resultat, daf irgend ein allge- 
meiner Zusammenhang zwischen der Lage der Knotenlinien ver- 
schiedener Typen auf der Klangplatte nicht erkennbar war. 

4) Die für die Bearbeitung des Problems benutzte Methode 
ist die von W. Ritz entwickelte und erfolgreich auf isotrope Klang- 
platten angewendete ,Minimalmethode mit sukzessiver Annäherung“. 
Bei Beschränkung auf die erste Annäherung ordnet dieselbe zwei 
symmetrische und zwei antisymmetrische Schwingungstypen als 
allgemeinere Grundschwingungen einander zu Es sind 
diejenigen Typen, die bei isotropen Kreisplatten durch die Klang- 
figuren des Durchmesserkreuzes und des einfachen Kreïses einer- 
seits, des dreifachen Durchmesserkreuzes und der Kombination 
von Kreis und Durchmesser andrerseits charakterisiert sind. 

5) Die Ritzsche Methode beschreibt in erster Annäherung die 
symmetrischen Grundschwingungen durch eine Funktion zweiten 
Grades der Koordinaten, die antisymmetrischen durch eine eben- 
solche dritten Grades. Die Knotenlinien sind hiernach im ersten Falle 
Kegelschnitte, im zweiten Kurven dritten Grades. Man kann in 
beïiden Fällen einen hyperbolischen und einen elliptischen Typ 
konstatieren, die einfache Umformungen der oben für isotrope 
Kreiïsplatten erwähnten darstellen. ÆEs érgibt sich der allgemeine 
Satz, daB die beiden hyperbolischen Typen bei jeder beliebigen 
Kristallplatte in zwei und nur in zwei Formen und Lagen 
auftreten kônnen, daB Gleiches weiter für den antisymmetrischen 
elliptischen Typ gilt, der symmetrisch-elliptische Typ aber nur in 
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einer Form und Lage môglich ist. Zwischen den Lagen der ver- 
schiedenen Typen der Knotenlinien auf derselben Kristallplatte 
bestehen keine allgemeinen Bezichungen. Nach dem Obigen ist 
der Satz, abgesehen von der nicht beobachteten antisymmetrisch- 
elliptischen Schwingung, durch die erwähnten Versuche vollständig 
bestätigt worden. 

6) Bezüglich der Knotenlinien des symmetrischen Typs, die 
nach 5) durch Kegelschnitte gegeben sind, lassen sich eine Reïhe 
einfacher und allgemeiner Sätze aussprechen. So erweist sich z. B. 
zwischen den (reellen oder imaginären) Halbachsen « und B und 
dem Radius À der Klangplatte die Gleichung bestehend 


nd de 
E>? 2 o f° RE" F; 
dabei ist À, der Radius der kreisf‘rmigen Knotenlinie, die für 
eine isotrope Kreisplatte môglich ist. Von den hyperbolischen 
Knotenlinien dieses Typs gilt, daB die gleichseitige Hyperbel nur 
in der Ausartung des Durchmesserkreuzes auftreten kann. Asymp- 
totenwinkel 90° sind unmôglich; wachsendem Asymptotenwinkel 
> 90° entspricht auch eine Zunahme der absoluten GrôBe der 
reellen Achse. Die Beobachtungen bestätigen diese Sätze durchaus. 
7) Die Formeln, aus denen Schwingungsfrequenz, Form und 
Lage der Knotenlinien abzuleiten sind, haben natürlich, solange 
über die Symmetrie des Kristalles und die Orientierung der Klang- 
platten gegen ihn beschränkende Annahmen nicht eingeführt sind, 
überaus komplizierte Gestalt. Darum sind allgemeine quantitative 
Folgerungen aus ihnen auch nur in geringem Umfange zu ge- 
winnen. Die Verhältnisse vereinfachen sich einigermaBen in den 
zwei (aus diesem Grunde vorstehend behandelten) Fällen, da die 
Substanz der Platte zwei zu einander normale Symmetrielinien 
besitzt, und weiter, daf es sich (bei allgemeinster Symmetrie) um 
einen Kristall von geringer Aeolotropie handelt. In beiden 
Fällen haben sich allgemeinere Sätze gewinnen lassen. Insbeson- 
dere hat sich ergeben, daf bei Kristallen von geringer Aeolotropie 
für Platten beliebiger Orientierung die Achsen der beiden hyper- 
bolischen Knotenlinien des symmetrischen Typs jederzeit um einen 
Winkel von ungefähr 45° gegen einander geneigt sein sollten. 
Dies Verhältnis findet nach der Erfahrung sich auch bei so stark 
aeolotropen Kristallen, wie Bergkristall und Gyps, in Annäherung 
bestätigt. 
8) Eine strengere quantitative Vergleichung zwischen Theorie 
und Erfahrung lieB sich nur durch vollständige nummerische Be- 
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rechnung einzelner spezieller Fälle ausführen; die Grundlage dazu 
boten frühere Bestimmungen der Elastizitätsmoduln von Berg- 
kristall und Gyps. Diese Berechnung ist in ziemlich beträchtlichem 
Umfange durchgeführt worden und hat in allen Füällen eine genü- 
gende, in mehreren eine überraschend gute Übereinstimmung zwischen 
Theorie und Beobachtung ergeben. Eine eigentümliche Verschieden- 
heit im Verhalten von Quarz und Kalkspat, die eine kleinere 
Beobachtungsreihe Savarts über letzteren Kürper aufgedeckt hatte, 
lie sich gleichfalls durch Heranziehung der Zahlwerte für die 
Elastizitätsmoduln von Kalkspat theoretisch deuten. 


Gôttingen, Oktober 1915. 


Über die Endlichkeït der Invarianten. 
Aus einem an D. Hilbert gerichteten Briefe. 
Von 
E. Fischer. 


Vorgelegt von D. Hilbert in der Sitzung vom 5, Juni 1915. 


... Die wichtigsten Endlichkeitsbeweise der Invarianten- 
theorie beruhen auf dem folgenden von Ihnen aufgestellten, der 
allgemeinen Theorie der algebraischen Formen angehôrigen, hin- 
reichenden Endlichkeitskriterium: wenn ein Integritätsbereich von 
Formen die Eigenschaft hat, daB aus jeder zwischen seinen Formen 
bestehenden Kongruenz 


f =0 modd.f,,...f, 
eine Gleichung 
F = Pilat + Pl 


folgt, in welcher auch ,, ... y, dem Bereiche angehôren, dann ist 
der Bereich endlich (in dem Sinne, daB durch endlich viele ge- 
eignet ausgewählte alle anderen Formen des Bereichs ganz rational 
ausdrückbar sind). 

Die Anwendung auf Invariantentheorie besteht in Folgendem. 
Es sei F eine Grundform mit Variablen x,,...x, und Koeffizienten 
a, Man unterwirft die æ einer bestimmten Gruppe & von | 
linearen Transformationen und betrachtet die zugehôrigen (ganzen 
rationalen und homogenen) Invarianten) J(a). Auf den Integri- 


1) Diese übliche kurze Ausdrucksweise bedeutet: gehen die x durch eine 
Transformation von G in x! über, und werden a’ durch F(x; a) — F(x'; a’) 
definiert, so soll immer J(a) — J(a') sein. 
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tätsbereich der J(a) konnte nun Ihr allgemeines Endlichkeits- 
kriterium vornehmlich in 2 Fällen angewendet werden: 

I. Wenn G aus allen Transformationen von der Determinante 
1 besteht; in diesem Falle gelang es Ihnen selbst vermittelst des 
auf die Transformationskoeffizienten bezüglichen &-Prozesses das 
Erfülltsein Ihres Endlichkeïitskriteriums nachzuweisen, 

II. wenn G aus allen orthogonalen Transformationen 
besteht; in diesem Falle gelang es Hurwitz vermittelst eines In- 
tegrationsprozesses das Erfülltsein Ihres Endlichkeitskriteriums 
nachzuweisen !). 

Ich môchte mir nun erlauben Ihnen zu zeigen, wie man diese 
Hauptsätze der Invariantentheorie beide durch eine und die- 
selbe Methode auf Ihr Endlichkeitskriterium zurück- 
führen kann, indem man sie als Spezialfälle eines allgemeineren 
* Endlichkeitssatzes auffaft, den ich Crelle 140 aufgestellt habe und 
der ebenfalls auf Ihrem Endlichkeïitskriterium beruht. 

Ein Integritätsbereich von Formen der Variablen a,,...a, 
heift ein Formenstaat, wenn er neben den Formen g(a,, ... a,) 
und h(a,,...a,) stets auch die Form 


2e / 10 Ô 
g Cu Em LCt se an) 


enthält; der über g gesetzte Strich bedeutet dabei den Übergang 
zu konjugiertkomplexen Koeffizienten ?). 

Aus der Theorie der Formenstaaten (die sich im übrigen in 
Richtung auf ,Reïhenentwicklungen“ bewegt) brauche ich jetzt 
nur den einen Satz (a. a. O. S. 68 Satz 1, und $ 9): 

Jeder Formenstaat erfüllt Ihr Endlichkeitskri- 
terium. Aus diesem allgemeinen Satze von der Endlichkeit der 


1) Hurwitz habe ich übrigens die folgenden Überlegungen schon vor einiger 
Zeit (Sommer 1913) brieflich dargelegt. . 

2) Als Beïispiel betrachte man in 3 Variablen a, b, c die Gesammtheit der 
Formen, die sich ganz rational durch die eine Form 2 ac —b? darstellen lassen. 
Wegen 


Poe op 


bilden diese Formen einen Staat. Dieses Beispiel gehôrt der Invariantentheorie 
an, da 2ac— 0? die Diskriminante der Binärform 


| : Fr) @ac—v = (Qu + au?) (2 ac — D)“ 
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ist. 
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Formenstaaten ergibt sich nun für die Invariantentheorie Fol- 
gendes. 

Zuvôrderst denken wir uns die Grundform Fin Sylvester’scher 
Weise normiert: 


ei CHOTL IS 
Fr DT RER 
: Val... 


betrachten also die Invarianten J(a) als Funktionen der in dieser 
Weise definierten a. 

Wenn nun die gegebene Transformationsgruppe G die be- 
sondere Eigenschaft hat neben der Transformation mit der 
Matrix («,,) stets auch die Transformation mit der Matrix (&,) zu 
enthalten (also gestürzt und konjugiertkomplex), so bilden die In- 
varianten J(a), wie man leicht zeigt, einen Formenstaat und also 
nach meinem Satze einen endlichen Integritätsbereich. 

Diese besondere Eigenschaft kommt aber den oben unter I. und 
IL. genannten Gruppen G offenbar zu, sodaB also die beiden Haupt- 
sätze, der Ihrige und der Hurwitz’sche, als Spezialfälle der vor- 
stehenden Formulierung erscheinen. é 

Eine ausfübrlichere Darstellung dieser Uberlegungen soll in 
der Fortsetzung der zitierten Crellearbeit Platz finden. . .. 


Die Grundlagen der Physik. 
(Erste Mitteilung.) 
Von 
David Hilbert. 


Vorgelegt in der Sitzung vom 20. November 1915. 


Die gewaltigen Problemstellungen von Einstein!) sowie 
dessen scharfsinnige zu ihrer Lôüsung ersonnenen Methoden und 
die tiefgreifenden Gedanken und originellen Begriffsbildungen, ver- 
môge derer Mie?) seine Elektrodynamik aufbaut, haben der Unter- 
suchung über die Grundlagen der Physik neue Wege erôffnet. 

Ich môüchte im Folgenden — im Sinne der axiomatischen Me- 
thode — wesentlich aus zwei einfachen Axiomen ein neues System 
von Grundgleichungen der Physik aufstellen, die von idealer Schôün- 
heit sind, und in denen, wie ich glaube, die Lôsung der Probleme 
von Einstein und Mie gleichzeitig enthalten ist. Die ge- 
nauere Ausführung sowie vor Allem die spezielle Anwendung meiner 
Grundgleichungen auf die fundamentalen Fragen der Elektrizitäts- 
lehre behalte ich späteren Mitteilungen vor. 

Es seien w, (s — 1, 2, 8, 4) irgendwelche die Weltpunkte wesent- 
lich eindeutig benennende Koordinaten, die sogenannten Weltpara- 
meter (allgemeinste Raum-Zeit-Koordinaten). Die das Geschehen 
in w, charakterisierenden Grüfen seien: 

1) die zehn zuerst von Einstein eimgeführten Gravitations- 
potentiale g,, (u, v = 1,2, 3,4) mit symmetrischem Tensorcharakter 
gegenüber einer beliebigen Transformation der Weltparameter w,; 

2) die vier elektrodynamischen Potentiale q, mit Vektor- 
charakter im selben Sinne. 


1) Sitzungsber, d. Berliner Akad. 1914 S. 1030, 1915 S. 778, 799, 831, 844, 
2) Ann. d. Phys. 1912, Bd. 37 S. 511, Bd. 39 S. 1, 1913, Bd. 40 S. 1. 
Kzgl. Ges. d. Wiss. Nacbrichten. Matb.-phys. Klasse. 1915. Heft 8. 27 
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Das physikalische Geschehen ist nicht willkürlich, es gelten | 
vielmehr folgende zwei Axiome: | 

Axiom I (Mies Axiom von der Weltfunktion!)): Das Gesete î 
des physikalischen Geschehens bestimmt sich durch eine Weltfunktion 
H, die folgende Argqumente enthält : 


__ gr __ _ 9'Yuv 
(1) uv) Jun 7 Ôw, Û ur 0w, dw, 1 
04, 
(2) ra = EP ; (, k = 1,2, 8,4) 


und zwar muf die Variation des Integrals 


JAVg do 


(g FE | Juv ls do — dw, dw, dw, du.) 
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für jedes der 14 Potentiale g,,, 4, verschwinden. 
An Stelle der Argumente (1) kôünnen offenbar auch die Argu- 
mente 
og” s o° g“ 
1712 1 ANT PEES AE ga 
(3) Pr dw, ? x —= dw Ôw, 


treten, wobei g“’ die durch g dividierte Unterdeterminante der 
Determinante g in Bezug auf ihr Element 9,, bedeutet. 

Axiom II (Axiom von der allgemeinen Invarianz®)): Die 
Weltfunktion H ist eine Invariante gegenüber einer beliebigen Trans- 
formation der Weltparameter w,. 

Axiom IL ist der einfachste mathematische Ausdruck für die 
Forderung, daB die Verkettung der Potentiale g,,, q, an und für 
sich vôllig unabhängig ist von der Art, wie man die Weltpunkte 
durch Weltparameter benennen will. 

Das Leitmotiv für den Aufbau meiner Theorie liefert der fol- 
gende mathematische Satz, dessen Beweis ich an einer anderen 
Stelle darlegen werde. 


1) Mie’s Weltfunktionen enthalten nicht genau diese Argumente; insbe- 
sondere geht der Gebrauch der Argumente (2) auf Born zurück; es ist jedoch 
gerade die Einführung und Verwendung einer solchen Weltfunktion im Hamilton- 
schen Prinzip das Charakteristische der Mie’scheu Elektrodynamik. 

2) Die Forderung der orthogonalen Invarianz hat bereits Mie gestellt. In 
dem oben aufgestellten Axiom IL findet der Einsteinsche fundamentale Grund- 
gedanke der allgemeinen Invarianz den einfachsten Ausdruck, wennschon bei Ein- 
stein das Hamiltonsche Prinzip nur eine Nebenrolle spielt und seine Funktionen 
H keineswegs allgemeine Invarianten sind, auch die sn es Potentiale nicht 
enthalten. 
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TheoremI. Ist J eine Invariante bei beliebiger Transformation 
der vier Weltparameter, welche » GrôBen und ihre Ableitungen 
enthält, und bildet man dann aus 


[JT Vg do = 0 


in Bezug auf jene # Grôfen die » Lagrangeschen Variations- 
gleichungen, so sind in diesem invarianten System von n Diffe- 
rentialgleichungen für die » GrôBen stets vier eine Folge der # — 4 
übrigen — in dem Sinne, da8 zwischen den » Differentialgleichungen 
und ihren totalen Ableitungen stets vier lineare, von einander un- 
abhängige Kombinationen identisch erfüllt sind. 

Bezüglich der Differentialquotienten nach g“”, g£”, gg}, wie sie 
in (4) und nachfolgenden Formeln auftreten, sei ein für allemal 
bemerkt, daf wegen der Symmetrie in uw,» einerseits und #,/ 

- andererseits die Differentialquotienten nach g“", 9%” mit 1 bezw. 4 
multipliziert zu nehmen sind, jenachdem uw — » bezw. w + v aus- 
fällt, ferner die Differentialquotienten nach 9 mit 1 bezw. & bezw. 
+ multipliziert zu nehmen sind, jenachdem w — » und # = ! bezw. 
= y und # +! oder w + » und # — ! bezw. u + » und #4 +7 
ausfällt. 
Aus Axiom I folgen zunächst bezüglich der zehn Gravitations- 
potentiale g“” die zehn Lagrangeschen Differentialgleichungen 


ÔVg H ô ÔVsH de oo yes | 2 
(4 og LS 2 00, Ôgi” & à = 0w, ow, og” FE 0, (u, VE à 2, 3, 4) 
und sodann bezüglich der vier elektrodynamischen Potentiale q, 

die vier Lagrangeschen Differentialgleichungen 


0Vg H ô V9 H ÿ “th 
(5) are EE TE TO 0, (h— 1,2, 8,4). 


Der Kürze halber bezeichnen wir die linken Seiten der Glei- 
chungen (4), (5) bez. mit 


[Vo A1, [Vo 4}. 


Die Gleichungen (4) môgen die Grundgleichungen der Gravi- 
tation, die Gleichungen (5) die elektrodynamischen Grundgleichungen 
oder die verallgemeinerten Maxwellschen Gleichungen heïBen. In- 
folge des oben aufgestellten Theorems kônnen die vier Gleichungen 
(5) als eine Folge der Gleichungen (4) angesehen werden, d. h. wir 
kônnen unmittelbar wegen jenes mathematischen Satzes die Be- 
bauptung aussprechen, daff in dem bezeichneten Sinne die elektro- 


dynamischen Erscheinungen Wirkungen der Gravitation sind. In dieser 
27* 


398 David Hilbert, 


Erkenntnis erblicke ich die einfache und sebr überraschende Lüsung 
des Problems von Riemann, der als der Erste theoretisch nach 
dem Zusammenbang zwischen Gravitation und Licht gesucht hat. 

Im folgenden benutzen wir die leicht beweisbare Tatsache, 
daf, wenn p’ (j = 1, 2, 3, 4) einen willkürlichen kontravari- 
anten Vektor bedeutet, der Ausdruck 


pv uv #5p j ôp’ 
pt= X(yg'r-g"r-g"n) = 
Ss 8 


einen symmetrischen kontravarianten Tensor und der Ausdruck 


Pr = D (Qu D" + Go) 
S 


einen kovarianten Vektor darstellt. 

Des Weiteren stellen wir zwei mathematische Theoreme auf, 
die wie folgt lauten: 

Theorem II. Wenn J eine von 9”, g{”, 9%, 4, 4x abhängige 
Invariante ist, so gilt stets identisch in allen Argumenten und für 
jeden willkürlichen kontravarianten Vektor p° 


Os, R0d ôJ 
A+ es AU + ur AUË) 
2, (or Ag EP gr EP ir 
ôJ 
+3 (or 4 BTS Aa) = 0 
dabei ist 
Ag" = E(9 TPS ES" De) 
m 
y : vpn 049 
AR = LINE Gp ? 
$ £ 0° Ag” 
Agù = — ZW Pa + Jin 2 D ++ Gin D) + Gén) ) 
49, DE — D AmP5 
m 
Ag, 
Aa = — 2eme + de ) 


Dieses Theorem II läft sich auch folgendermañen aussprechen: 
Wenn J eine Invariante und p° ein willkürlicher Vektor wie 
vorhin ist, so gilt die Identität 


1 5 RES . 
(6) Env = PJ; 
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dabei ist 
PI=VP)KE; 


ô ô ô 
P = ( re Pr — + M) 
1 er AP ET AU Lt à 


Ô Ô 
Alto Peu 
gesetzt und es gelten die Abkürzungen: 


be melon et CE or EL. OR 
4 Go RE 0: D'HNRIEIS C7 


Der Beweis von (6) ergibt sich leicht; denn diese Identität 
ist offenbar richtig, wenn ° ein konstanter Vektor ist und daraus 
folgt sie wegen ihrer Invarianz allgemein. 

Theorem III. Wenn J eine nur von den g“” und deren Ab- 
leitungen abhängige Invariante ist, und, wie oben, die Variations- 
ableitungen von Vg J bezüglich 9“ mit [VyJ],, bezeichnet werden, 
so stellt der Ausdruck — unter #“’ irgend einen kontravarianten 
Tensor verstanden — 


L SV I1.»" 
Va uv 


eine Invariante dar; setzen wir in dieser Summe an Stelle von 
h‘’ den besonderen Tensor p“” ein und schreiben 


D Nag pts Z (,2°+ à p}), 
uv S;, 


wo alsdann die Ausdrücke 


bi = ps [Vo T1, gs" 
a, 
ï = —2>Z [Vs 71,9" 
uw 
lediglich von den g“’ und deren Ableitungen abhängen, s0 ist 


@) ne sr 


To 


in der Weiïse, daf diese Gleichung identisch für alle Argumente, 
nämlich die g und deren Ableitungen, erfüllt ist. 
Zum Beweïse betrachten wir das Integral 


fx V9 do, do — dw,dw,dw, du, 


das über ein endliches Stück der vierdimensionalen Welt zu er- 
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strecken ist. Ferner soll p° ein Vektor sein, der nebst seinen Ab- 
leitungen auf der dreidimensionalen Oberfläche jenes Weltstückes 
verschwindet. Wegen P — P, folgt aus der letzten Formel der 
nächsten Seitei 


DU) 22 (en OO de 
P, (V9 J) = RE PA 
dies ergibt 
2, Vg)do = 0 


und wegen der Bildungsweise der Lagrangeschen Ableitung ist 
demnach auch 


f > [V9 91,2" dœ = 0. 


Die Einführang von :,, # in diese Identität zeigt schlieflich, daf 


où 
= — j,}p° do —= 0 
JG 0w, ) #4 


und daher auch die Behauptung unseres Theorems richtig ist. 
Das wichtigste Ziel ist nunmehr die Aufstellung des Begriffes 
der Energie und die Herleitung des Energiesatzes allein auf Grund 
der beiden Axiome I und II. 
Dazu bilden wir zunächst : 


S Être pes NO H jo à on s) 


ÿ r' Pa |: 
BU, 7,k, 9g" 0 ; rs À 


P,(Vg H) == 


Nun ist ae ein gemischter Tensor vierter Ordnung und daher 


wird, wenn man 


A NE 
A me +3 (| he +| ler), 
@e 


k Lit 
[al DA 2 29° (Jz00 + Jeox — Jrgo) 


setzt, der Ausdruck 
@) d= > 


u,v,k gi 


ein kontragredienter Vektor. 
Bilden wir daber den Ausdruck 


P,(V5 2) ze 


so enthält derselbe die zweiten Ableitungen p{ nicht mebr und 
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hat daher die Grestalt 
Va p? (B + B}, pf”), 
u,v,k 


worin 
Br 2 MO OET k 0H Sr) 0H o) 
FU o\0gE Ou, 0gn. 0gù lof 098 Le 


| wiederum ein gemischter Tensor ist. 
Ù Nunmebr bilden wir den Vektor 


(9) V = XB,,p" 
u,v 
und erhalten dânn 


Go P(GM-S MED - SEL 


Andererseits bilden wir 


PV) = S (M4 UE, 


04 


| dann ist ein Tensor und der Ausdruck 


7 
0H 

11 Ps S ——— 

ap : ÔQra Pa 


stellt daher einen kontragredienten Vektor dar. Entsprechend, 
wie oben, wird 


(12) P, (V5 1)  — = ZI Ah», 


| : Berücksichtigen wir nun die Grundgleichungen (4) und (6), s0 
folgt durch Addition von (10) und (12): 


Le ô DEAN b u 
P(V9 H) = Sas) 
[A t 
Non ist 


| — ô 
P(VoH) = Vg PH+ HE 20 pe 


“l — V9PH+HY (+ V9 r!) 
S s 
und vermôge der Identität (6) daher 
6] ÔVg9 Hp° 
P(V H) = DE SE PHAD (QE + Vo) = 3 Me Er. 
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Somit erhalten wir schliefilich die invariante Gleichung 
07 ie al ee 
Ze WE -d-U—é) = 0 


Jetzt berücksichtigen wir daf 


0H 0H 

On du 
ein a kontravarianter Tensor ist; infolgedessen 
wir 

HAE à Ô f/0V9H OôVgH\,, 

@) ee 2Vg F4 0w, { 09% dE 7 
ein kontravarianter Vektor und zwar erfüllt derselbe offenbar die 
Identität 


S OVgd o. 


T Ôw, 


Definieren wir nunmehr 
(14) ét = Hp-a-v-c-d 


als den Energievektor, so ist der Energievektor ein kontravarianter 
Vektor, der noch von dem willkürlichen Vektor p° linear abhängt und 
identisch für jede Wahl dieses Vektors p° die invariante Energie- 


gleichung 
0\/g é 
== 0 
T Ôuwy 


erfullt. 

Was die Weltfanktion Æ betrifft, so sind, damit ihre Wabl 
eindeutig wird, noch weïitere Axiome erforderlich. Sollen die 
Gravitationsgleichungen nur zweite Ableitungen der Potentiale 
g* enthalten, so mu H die Gestalt haben 


H = K+L 
wo X die aus dem Riemannschen Tensor entspringende Invariante 
(Krümmung der vierdimensionalen Mannigfaltigkeit) 


ED Joy 
u,v 


24 9 fux] 9 [uv fa 1v on es) 
Eee = 2%) nee 2flxf Vaflx 
bedeutet und L nur von g'”,g”, q,, y abhängt. Endlich machen 


wir im folgenden noch die vereinfachende Annahme, daf ZL nicht 
die g;” enthält. 
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Wir wenden alsdann Theorem II auf die Invariante L an und 
erhalten 


ÔL 
(15) >> uv Lange 558 97") NE PA 
uU,7,m à m 945 


Am Ds. 


ôL LA me 
D =— (QonDr + ne Ps + dm Pa) = 0. 
s,%,m sr 


Das Nullsetzen des Koeffizienten von p% linker Hand liefert die 
Gleichung 


Pur, 
CYPOUET 7" ES 
oder 
0L oL 
16 + = 0, 
: ( 0x 14 ÔQys 


d. b. die Ableitungen der elektrodynamischen Potentiale g, treten 
nur in den Verbindungen 


Ms = Qu — Us 


auf. Damit erkennen wir, daf bei unseren Annahmen die Inva- 
riante L auBer den Potentialen 9“, q, lediglich von den Kompo- 
nenten des schiefsymmetrischen invarianten Tensors 


M = (M,;) — Rot (g) 


d. h. des sogenannten elektromagnetischen Sechservektors abhängt. 
Dieses Resultat, durch welches erst der Charakter der Maxwellschen 
Gleichungen bedingt ist, ergibt sich hier wesentlich als Folge der 
allgemeinen Invarianz, also auf Grund von Axiom II. 

Setzen wir in der Identität (15) den Koeffizienten von y, 
linker Hand r Null, so erhalten wir mit Benutzung von (16) 


0L 
na een eme 
Diese ses gestattet eine wichtige Umformung der elektro- 
magnetischen Energie, d.h. des von L herrührenden Theïles des 
Energievektors. Dieser Teil ergibt sich nämlich aus (11), (13), 
(14) wie folgt: 
ôL 0Vg L _ ôVL À l 
1 RES er 
Ë 2 dqu 7 ue Or nS 


k,s 0x 


Se durs Su M,, = 0, (u—=1,2,8,4). 


Wegen (16) und mit Berücksichtigung von (5) wird dieser Aus- 
druck gleich 
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ST ôL 
(18) D(EE- Sr Ma a) 


(Gi —0, 145; 0 = 1) 
d.h. wegen (17) gleich 


OV9L ns 
(19) D PR Le 
Wegen der im folgenden entwickelten Formeln (21) ersehen 
wir hieraus insbesondere, daB die elektromagnetische Energie und 
mithin auch der totale Energievektor e/ sich allein durch X aus- 
drücken läBt, so daf nur die g“’ und deren Ableitungen, nicht aber 
die g, und deren Ableitungen darin auftreten, Wenn man in dem 
Ausdrucke (18) zur Grenze für 


uv 
Juu 


übergeht, so stimmt derselbe genau mit demjenigen überein, den 
Mie in seiner Elektrodynamik aufgestellt hat: der Mie’sche 
elektromagnetische Energietensor ist also nichts 
anderes als der durch Differentiation der Invariante 
L nach den Gravitationspotentialen g“ entstehende 
allgemein invariante Tensor beim Übergang zu jener 
Grenze — ein Umstand, der mich zum ersten Mal auf den not- 
wendigen engen Zusammenhang zwischen der Einsteinschen all- 
gemeinen Relativitätstheorie und der Mie’schen Elektrodynamik 
hingewiesen und mir die Überzeugung von der Richtigkeit der 
hier entwickelten Theorie gegeben hat. 
Es bleibt noch übrig, bei der Annahme 


(20) H = K+L, 

direkt zu zeigen, wie die oben aufgestellten verallgemeinerten 

Maxwellschen Gleichungen (5) eine Folge der Gravitationsgleichungen 

(4) in dem oben angegebenen Sinne sind. 
Unter Verwendung der vorhin eingeführten Bezeichnungsweise 

für die Variationsableitungen bezüglich der g“’ erhalten die Gravi- 

tationsgleichungen wegen (20) die Gestalt 


(1) (Vo, + EE 2 0. 


Das erste Glied linker Hand wird 
[Va K], Ts V9 (Ky — É: Æ ÿuo) 


0, (wu+v) 
1 


Te 
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wie leicht ohne Rechnung aus der Tatsache folgt, daB Æ,, aufer 
J der einzige Tensor zweiter Ordnung und Æ die euzige Inva- 
riante ist, die nur mit den g“”’ und deren ersten und zweiten 
Differentialquotienten 9%”, 9% gebildet werden kann. 

Die so zu Stande kommenden Differentialgleichangen der Gra- 
vitation sind, wie mir scheïnt, mit der von Einstein in seinen 
späteren Abhandlungen’) aufgestellten grofzügigen Theorie der 
allgemeinen Relativität im Einklang. 

Bezeichnen wir ferner allgemein wie oben die Variations- 
ableitangen von \/4 J bezüglich des elektrodynamischen Potentials 
4, mit 


[Von = A2 ET 


so erhalten die Re Grundgleichungen wegen (20) 
die Gestalt 

(22) [Va L}, = 0. 

Da nun Æ eine lediglich von g“” und deren Ableitungen abhängige 
Invariante ist, so gilt nach Theorem IIT identisch die Gleichung 
(7), worin 


(23) 4 =  X[VWKl,# 
B,7 

und L 

(24) ë ie Te 2 [Va K1,.g", (u Des > 2, 3, 4) 
m 

ist. 


Wegen (21) und (24) ist (19) gleich PR Durch Diffe- 
g 
rentiation nach w,, und Summation über » erhalten wir wegen (7) 


se ns : ONG 0V9 L 
EE > Va Lÿ+— 04, 4 +2 Mn .| 


= =NaR +2h FE (ve L,+x _ QUES 


w, 0» 
A re ml 


+3 (621-224 5 ME de, 


da ja 
0/9 L — o oVgL 
Va a [Va L], +2 0w, 2 


1) L.c. Berliner Sitzungsber. 1915. 
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und 


Nunmehr berücksichtigen wir, da$ wegen (16) 


6  oVgL 


BIRT AMEL ETS 
À Om ôw, 0m 


ist, und erhalten dann bei geeigneter Zusammenfassung : 


: 0 L o) L= = 
es) i=- Wifi [WLL+ MVL) 
re 0Vg L ôM,, 
F2 67, T2 M, 00, 


Andererseits ist 


“VILA L en $ VIL Our 


0w, ÉE s,m og “k HRoe Ùms ôw, 


Das erste Glied der rechten Seite ist wegen (21) und (23) nichts 
anderes als ?. Das letzte Glied rechter Hand erweist sich als 
entgegengesetzt gleich dem letzten Glied rechter Hand in (25); 
es ist nämlich 


OVg L (OM, _ Oqms\ _ 
er à OU Ce pi ni ON 


da der Ausdruck 


“ — 0w,0w, Ow,0w,  Ôw,0w, 
symmetrisch in s,# und der erste Faktor unter dem Summen- 
zeichen in (26) schiefsymmetrisch in s, " ausfällt. 

Aus (25) folgt mithin die SE 


(27) (Lo +0, 3 [W E) = 0 


d.h. aus den A Te à (4) folgen in der Tat die 
vier von einander unabhängigen linearen Kombinationen (27) der 
elektrodynamischen Grundgleichungen (5) und ibrer ersten Ab- 
leitungen. Dies ist der genaue mathematische Ausdruck der oben all- 
gemein ausgesprochenen Behauptung über den Charakter der Elektro- 
dynamik als einer Folgeerscheinung der Gravitation. 


die Grundlagen der Physik. 407 


Da L unserer Annahme zufolge nicht von den Ableitungen 
der g“ abhängen soll, so muf L eine Funktion von gewissen vier 
allgemeinen Invarianten sein, die den von Mie angegebenen spe- 
ziellen orthogonalen Invarianten entsprechen und von denen die 
beiden einfachsten diese sind: 

Q= E M, Mig" 9" 
k,l,m,n 
und 
4 = Euh". 
k, 1 


Der eïinfachste und im Hinblick auf den Bau von X nächstliegende 
Ansatz für L ist zugleich derjenige, der der Mie’schen Elektro- 
dynamik entspricht, nämlich 


L = aQ+f() 
oder noch spezieller an Mie anschliefend: 
L = aQ + Ba", 


wo f(a) irgend eine Funktion von g und «, 8 Konstante bedeuten. 
Wie man sieht, genügen bei sinngemäfier Deutung die wenigen 
einfachen in den Axiomen I und II ausgesprochenen Annahmen 
zum Aufbau der Theorie: durch dieselbe werden nicht nur unsere 
Vorstellungen über Raum, Zeit und Bewegung von Grund aus in 
dem von Einstein dargelegten Sinne umgestaltet, sondern ich 
bin auch der Überzeugung, daB durch die hier aufgestellten Grund- 
gleichungen die intimsten bisher verborgenen Vorgänge innerhalb 
des Atoms Aufklärung erhalten werden und insbesondere allgemein 
eine Zurückführung aller physikalischen Konstanten auf mathe- 
matische Konstanten môglich sein muB — wie denn überhaupt 
damit die Môglichkeit naherückt, daf aus der Physik im Prinzip 
eine Wissenschaft von der Art der Geometrie werde: gewiB der 
herrlichste Ruhm der axiomatischen Methode, die hier wie wir 
sehen die mächtigen Instramente der Analysis, nämlich Variations: 
rechnung und Invariantentheorie, in ihre Dienste nimmt. 


